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QUOTIENTS COMPACTS DES
GROUPES ULTRAMÉTRIQUES DE RANG UN
FANNY KASSEL
Résumé. Soit G l'ensemble des k-points d'un groupe algébrique semi-
simple onnexe de k-rang un sur un orps loal ultramétrique k. Nous
dérivons tous les sous-groupes disrets de type ni sans torsion de G×G
qui agissent proprement et oompatement sur G par multipliation
à gauhe et à droite. Nous montrons qu'après une petite déformation
dans G×G un tel sous-groupe disret agit enore librement, proprement
et oompatement sur G.
Abstrat. Let G be the set of k-points of a onneted semisimple
algebrai group of k-rank one over a nonarhimedean loal eld k. We
desribe all nitely generated torsion-free disrete subgroups of G × G
ating properly disontinuously and oompatly on G by left and right
multipliation. We prove that after a small deformation in G × G suh
a disrete subgroup keeps ating freely, properly disontinuously, and
oompatly on G.
1. Introdution
Soient k un orps loal et G l'ensemble des k-points d'un groupe algé-
brique semi-simple onnexe G sur k, de k-rang un. Nous nous intéressons
aux sous-groupes disrets Γ de G×G qui agissent librement, proprement et
oompatement sur G par multipliation à gauhe et à droite. De manière
équivalente, e sont les sous-groupes disrets Γ de G×G qui agissent libre-
ment, proprement et oompatement sur l'espae homogène (G ×G)/∆G,
où ∆G désigne la diagonale de G × G. Pour un tel groupe Γ, on dit que le
quotient Γ\(G × G)/∆G est une forme de Cliord-Klein ompate, ou plus
simplement un quotient ompat, de (G×G)/∆G.
Pour G = PSL2(R), par exemple, les quotients ompats de (G×G)/∆G
ont été largement étudiés par W. M. Goldman [Gol℄, T. Kobayashi [Ko2℄,
[Ko3℄, R. S. Kulkarni et F. Raymond [KR℄, F. Salein [Sa1℄, [Sa2℄. Ils appa-
raissent naturellement en géométrie : les variétés anti-de Sitter ompates de
dimension 3, 'est-à-dire les variétés lorentziennes ompates de dimension 3
de ourbure setionnelle onstante égale à −1, sont exatement les revête-
ments nis des quotients ompats de (PSL2(R)×PSL2(R))/∆PSL2(R). Cela
résulte de la omplétude de es variétés [Kli℄ et d'un résultat de nitude du
niveau [KR℄ (f. l'introdution de [Sa2℄). Pour G = SL2(C), les quotients
ompats de (G × G)/∆G ont également été étudiés par É. Ghys [Ghy℄ en
lien ave les déformations de strutures omplexes sur les variétés ompates
homogènes sous G.
Dans et artile, nous nous intéressons au as d'un orps loal k ultra-
métrique, 'est-à-dire d'une extension nie de Qp ou du orps Fq((t)) des
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séries de Laurent formelles à oeients dans un orps ni Fq. L'une de nos
motivations vient de l'étude des quotients ompats de la quadrique{
(x1, x2, x3, x4) ∈ k4, x21 − x22 + x23 − x24 = 1
}
,
qui s'identie à l'espae homogène (SL2(k)×SL2(k))/∆SL2(k) (f. [Kas℄,  5.3).
Pour tout groupe algébrique semi-simple onnexe G sur k, de k-rang un,
l'espae homogène (G×G)/∆G admet un quotient ompat. En eet, G ad-
met un réseau oompat sans torsion Γ0 ([Lub℄, th. A) ; le groupe Γ0×{1}
agit librement, proprement et oompatement sur (G ×G)/∆G. Les ques-
tions suivantes se posent alors naturellement :
(1) dérire tous les quotients ompats Γ\(G×G)/∆G ;
(2) omprendre le omportement de es quotients ompats lorsque l'on
déforme Γ dans G ; en partiulier, déterminer si l'ation de Γ reste
propre et oompate ;
(3) établir l'existene d'un quotient ompat Γ\(G×G)/∆G tel que Γ soit
Zariski-dense dans G×G.
Dans et artile, nous répondons aux trois questions. Nous obtenons ainsi
des analogues ultramétriques de résultats onnus pour PSL2(R).
1.1. Énoné des résultats prinipaux. Rappelons que le groupe G admet
une déomposition de Cartan de la forme G = KZ+K, où K est un sous-
groupe ompat maximal de G et Z+ une hambre de Weyl de l'ensemble des
k-points du entralisateur d'un k-tore k-déployé maximal de G ; à ette dé-
omposition de Cartan est naturellement assoiée une projetion de Cartan
µ : G → R+ (f. paragraphe 2.1). Par exemple, si G = SL2(k), le théo-
rème de la base adaptée induit la déomposition de Cartan G = KZ+K,
où K = SL2(O) est l'ensemble des matries de déterminant un à oe-
ients dans l'anneau des entiers de k et Z+ l'ensemble des matries dia-
gonales diag(a, a−1) ∈ SL2(k) telles que a soit de valeur absolue ≥ 1 ; la
projetion de Cartan assoiée µ : G → R+ envoie la matrie diag(a, a−1)
sur 2 |ω(a)|, où ω désigne une valuation (additive) xée de k.
On sait dérire en fontion de µ tous les sous-groupes disrets sans tor-
sion Γ deG×G qui agissent proprement sur (G×G)/∆G ([Kas℄, th. 1.3). Dans
et artile, nous établissons un ritère pour que le quotient Γ\(G × G)/∆G
soit ompat (théorème 3.1). Nous obtenons ainsi une desription de tous
les quotients ompats de (G×G)/∆G par un groupe Γ disret de type ni
sans torsion.
Théorème 1.1. Soient k un orps loal ultramétrique, G l'ensemble des
k-points d'un k-groupe algébrique semi-simple onnexe de k-rang un, ∆G la
diagonale de G × G et µ : G → R+ une projetion de Cartan de G.
À la permutation près des deux fateurs de G×G, les sous-groupes disrets
de type ni sans torsion de G × G agissant proprement et oompatement
sur (G×G)/∆G sont exatement les graphes de la forme
Γ =
{
(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0
}
,
où Γ0 est un réseau oompat sans torsion de G et ρ : Γ0 → G un mor-
phisme de groupes qui est admissible, au sens où pour tout R > 0 on a
µ(ρ(γ)) ≤ µ(γ)−R pour presque tout γ ∈ Γ0.
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On dit ii qu'une propriété est vraie pour presque tout γ ∈ Γ0 si elle est
vraie pour tout γ ∈ Γ0 en dehors d'un ensemble ni.
Cette desription est spéique au rang un : au paragraphe 3.4 nous don-
nons en aratéristique nulle un exemple de quotient ompat Γ\(G×G)/∆G
où rangk(G) ≥ 2 et où Γ est le produit de deux sous-groupes innis de G.
Le théorème 1.1 est également valable pour k = R d'après [Ko2℄, th. 2, et
[Ko1℄, or. 5.5, ainsi que [Kas℄, th. 1.3. Les arguments de [Ko1℄ utilisent la
dimension ohomologique de Γ. Dans le as ultramétrique, es arguments ne
onviennent pas ; nous les remplaçons par des raisonnements géométriques
sur l'arbre de Bruhat-Tits de G.
Nous apportons ensuite une réponse positive à la question (2).
Théorème 1.2. Soient k un orps loal ultramétrique, G l'ensemble des
k-points d'un k-groupe algébrique semi-simple onnexe de k-rang un et Γ un
sous-groupe disret de type ni sans torsion de G×G. Si Γ agit proprement et
oompatement sur (G×G)/∆G, alors il existe un voisinage U de l'inlusion
anonique dans Hom(Γ, G×G) tel que pour tout ϕ ∈ U , le groupe ϕ(Γ) agisse
librement, proprement et oompatement sur (G×G)/∆G.
On note ii Hom(Γ, G × G) l'ensemble des morphismes de groupes de Γ
dans G × G, muni de la topologie ompate-ouverte. Pour toute partie gé-
nératrie nie F de Γ, une suite (ϕn) ∈ Hom(Γ, G × G)N onverge vers un
élément ϕ ∈ Hom(Γ, G×G) si et seulement si ϕn(γ)→ ϕ(γ) pour tout γ ∈ F .
Le théorème 1.2 est également valable pour k = R et G = PSL2(R) par
la omplétude des variétés anti-de Sitter ompates [Kli℄ et par un prinipe,
dû à Ehresmann, de déformation des holonomies de (G,X)-strutures sur les
variétés ompates (f. [Sa1℄).
Notons qu'auun analogue du théorème 1.2 n'est onnu pour les autres
groupes réels semi-simples de rang un, même pour G = SL2(C). Le seul
résultat onnu pour es groupes est l'existene d'un voisinage du morphisme
trivial dans Hom(Γ0, G) formé de morphismes admissibles ([Ko3℄, th. 2.4).
Enn nous répondons positivement à la question (3).
Proposition 1.3. Soient k un orps loal ultramétrique, G l'ensemble des
k-points d'un k-groupe algébrique semi-simple onnexe de k-rang un et ∆G
la diagonale de G × G. Il existe un sous-groupe disret Γ de G × G qui
agit librement, proprement et oompatement sur (G × G)/∆G et qui est
Zariski-dense dans G×G. On peut hoisir Γ de sorte qu'auune de ses deux
projetions naturelles sur G ne soit bornée.
1.2. Stratégie de démonstration. Soient k un orps loal ultramétrique,
G l'ensemble des k-points d'un k-groupe algébrique semi-simple onnexe de
k-rang un et Γ0 un réseau oompat sans torsion de G. Pour démontrer les
théorèmes 1.1 et 1.2, nous étudions l'ation de G sur son arbre de Bruhat-
Tits, qui est un arbre simpliial sur lequel G agit proprement par isométries,
ave un domaine fondamental ompat. Nous rappelons la onstrution et
les prinipales propriétés de et arbre au paragraphe 2.1.
Soit G = KZ+K une déomposition de Cartan de G. Pour démontrer
le théorème 1.1, nous assoions à tout élément g ∈ G rK un point ζ−g du
bord de l'arbre de Bruhat-Tits de G, obtenu à partir d'une déomposition
de Cartan de g. L'étude des points ζ−g nous permet de montrer que sous les
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hypothèses du théorème 1.1, si Γ0 est un sous-groupe disret de type ni
sans torsion de G et ρ : Γ0 → G un morphisme de groupes admissible, et si
le graphe
Γ =
{
(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0
}
agit proprement et oompatement sur (G×G)/∆G, alors Γ0 est un réseau
oompat de G. Il s'agit du point le plus déliat de la démonstration du
théorème 1.1, ette démonstration faisant l'objet de la partie 3.
Quant au théorème 1.2, il déoule d'un résultat plus général sur les groupes
d'isométries d'arbres réels simpliiaux (proposition 4.1). Plus préisément,
pour tout arbre réel simpliial X et toute isométrie g de X, notons
(1.1) λ(g) = inf
x∈X
d(x, g · x) ≥ 0
la longueur de translation de g, où d désigne la distane de X. L'appliation
λ : Isom(X) → R+ ainsi dénie est ontinue. Par exemple, si X est l'arbre
de Bruhat-Tits de G = SL2(k), on a λ(g) = |ω(ag)−ω(a′g)| pour tout g ∈ G,
où ag et a
′
g désignent les deux valeurs propres de g et ω une valuation (addi-
tive) xée sur k. Pour tout arbre réel simpliial X et tout sous-groupe disret
sans torsion Γ0 de Isom(X), on a λ(γ) > 0 pour tout γ ∈ Γ0 r {1}. Dans la
partie 4, nous montrons que si Γ0 agit oompatement surX, alors pour tout
arbre réel simpliial X ′ et tout morphisme de groupes ρ : Γ0 → Isom(X ′),
la borne supérieure des quotients λ(ρ(γ))/λ(γ), où γ ∈ Γ0 r {1}, est égale à
la plus petite onstante de Lipshitz d'une appliation ontinue f : X → X ′
qui est ρ-équivariante, au sens où
f(γ · x) = ρ(γ) · f(x)
pour tout γ ∈ Γ0 et tout x ∈ X. Nous montrons que ette borne supérieure
est atteinte sur une partie nie F de Γ0 r {1} indépendante de X ′ et de ρ,
e qui généralise un résultat non publié de T. White sur l'outre-espae, dont
une preuve a été donnée par S. Franaviglia et A. Martino [FM℄. Nous en
déduisons le résultat suivant.
Théorème 1.4. Soient k un orps loal ultramétrique, G l'ensemble des
k-points d'un k-groupe algébrique semi-simple onnexe de k-rang un et Γ0
un réseau oompat sans torsion de G. Pour tout morphisme de groupes
ρ : Γ0 → G, notons Cρ ≥ 0 la borne inférieure des réels t ≥ 0 pour lesquels
il existe t′ ≥ 0 tel que µ(ρ(γ)) ≤ tµ(γ) + t′ pour tout γ ∈ Γ0.
(1) Soit F le sous-ensemble ni de Γ0 r {1} formé des éléments γ tels
que µ(γ) ≤ 4N , où N désigne le nombre de sommets de Γ0\X. Pour
tout morphisme ρ : Γ0 → G on a
Cρ = sup
γ∈Γ0r{1}
λ(ρ(γ))
λ(γ)
= max
γ∈F
λ(ρ(γ))
λ(γ)
,
où λ : G → R+ désigne l'appliation dénie par (1.1) pour l'ation
de G sur son arbre de Bruhat-Tits.
(2) Un morphisme ρ : Γ0 → G est admissible si et seulement si Cρ < 1.
L'ensemble F i-dessus est bien ni ar l'appliation µ est propre et le
groupe Γ0 disret dans G. Ainsi, le aratère admissible d'un morphisme
ρ : Γ0 → G dépend d'un nombre ni de onditions ouvertes, e qui prouve
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que l'ensemble des morphismes admissibles est ouvert dans Hom(Γ0, G) pour
la topologie ompate-ouverte. Cei implique le théorème 1.2 en utilisant
une propriété des déformations de réseaux oompats sans torsion de G
(lemme 5.2).
La ondition susante du point (2) est immédiate sahant que µ est propre
et Γ0 disret : le morphisme ρ est admissible dès que Cρ < 1. De même, si ρ
est admissible on a l'inégalité large Cρ ≤ 1. Toute la diulté du point (2)
tient au fait que nous voulons obtenir une inégalité strite.
1.3. Un résultat omplémentaire. Une autre appliation du théorème 1.4
est la suivante.
Corollaire 1.5. Soient k un orps loal ultramétrique, G l'ensemble des
k-points d'un k-groupe algébrique semi-simple onnexe de k-rang un et Γ0
un réseau oompat sans torsion de G. Il n'existe pas de morphisme de
groupes admissible ρ : Γ0 → G qui soit injetif d'image disrète.
Le orollaire 1.5 est également valable pour k = R et G = PSL2(R) : ela
résulte de l'existene, due à W. Thurston [Thu℄, d'une ertaine distane
asymétrique sur l'espae de Teihmüller de Γ0\H, où H désigne le demi-
plan de Poinaré (f. [Sa2℄,  4.1).
Pour démontrer le orollaire 1.5 pour un orps loal k ultramétrique, nous
remplaçons l'espae de Teihmüller de Γ0\H par l'outre-espae de même rang
que le groupe libre Γ0 (f. partie 6).
1.4. Plan de l'artile. La partie 2 est onsarée à quelques rappels sur les
déompositions de Cartan et l'arbre de Bruhat-Tits de G d'une part, sur
les isométries d'arbres réels simpliiaux d'autre part. Dans la partie 3, nous
démontrons le théorème 1.1 en étudiant les points ζ−g du bord de l'arbre de
Bruhat-Tits de G mentionnés préédemment. La partie 4 établit un résul-
tat général sur les groupes d'isométries d'arbres réels simpliiaux (proposi-
tion 4.1), dont nous déduisons les théorèmes 1.4 puis 1.2 dans la partie 5.
Dans la partie 6 nous dérivons le lien entre la proposition 4.1 et l'outre-
espae et démontrons le orollaire 1.5. Enn, la partie 7 est onsarée à la
démonstration de la proposition 1.3.
Remeriements. Je remerie vivement Yves Benoist pour de nombreuses
disussions, ainsi que Frédéri Paulin et Mladen Bestvina pour leurs india-
tions sur l'outre-espae.
2. Notations et rappels
2.1. Arbre de Bruhat-Tits, déompositions et projetions de Car-
tan. Soit k un orps loal ultramétrique, 'est-à-dire une extension nie
de Qp ou le orps Fq((t)) des séries de Laurent formelles à oeients dans
un orps ni Fq. Fixons une valuation (additive) ω sur k à valeurs dans Z.
Nous notons les k-groupes algébriques par des lettres majusules grasses
(par exemple G) et leurs k-points par la même lettre majusule non grasse
(par exemple G).
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2.1.1. Centralisateurs de tores et sous-groupes ompats ouverts de G. Soit
G un k-groupe algébrique semi-simple onnexe de k-rang un. Fixons un
k-tore k-déployé maximal A de G et notons Z (resp. N) son entralisa-
teur (resp. son normalisateur) dans G. Soit π un générateur du groupe des
k-aratères de A et soit α ∈ Nπ une raine restreinte de A dans G, 'est-à-
dire un poids non trivial de A dans la représentation adjointe de G. Quitte
à remplaer α par α/2, on peut supposer que α est indivisible, 'est-à-dire
que α/2 n'est pas une raine. Pour tout k-aratère χ de Z, la restrition
de χ à A est de la forme nχπ, où nχ ∈ Z. Pour tout z ∈ Z on note ν(z) le
réel déni par nχν(z) = −ω(χ(z)) pour tout χ, et l'on pose
Z+ = {z ∈ Z, ν(z) ≥ 0}.
Le groupe Z agit sur R par translation selon ν, et ette ation se prolonge
(de manière unique à une translation près) en une ation ane de N sur R.
Notons Uα (resp. U−α) le k-sous-groupe unipotent onnexe de G norma-
lisé par Z d'algèbre de Lie gα ⊕ g2α (resp. g−α ⊕ g−2α), où giα désigne le
sous-espae vetoriel de l'algèbre de Lie de G formé des éléments X tels
que Ad(a)(X) = α(a)iX pour tout a ∈ A ([Bor℄, prop. 21.9). Pour tout
u ∈ Uαr{1}, l'ensemble N ∩U−α uU−α possède un unique élément, qui agit
sur R par la symétrie de entre xu pour un ertain xu ∈ R. Pour tout x ∈ R,
posons
Uα,x = {u ∈ Uα, u = 1 ou xu ≤ x} ;
d'après [BT2℄, 'est un sous-groupe de Uα. On dénit de même un sous-
groupe U−α,x de U−α pour tout x ∈ R. Posons Nx = {n ∈ N, n · x = x} et
notonsKx le sous-groupe de G engendré par Nx, Uα,x et U−α,x. Le groupeKx
est ompat et ouvert dans G, et maximal pour es propriétés.
2.1.2. Arbre de Bruhat-Tits de G. On dénit une relation d'équivalene
sur G × R en posant (g, x) ∼ (g′, x′) s'il existe un élément n ∈ N tel
que x′ = n · x et g−1g′n ∈ Kx. Notons X l'ensemble des lasses d'équi-
valene de G× R pour ette relation. D'après [BT1℄ l'ensemble X, muni de
la topologie quotient induite par la topologie disrète de G et la topologie
usuelle de R, est un arbre simpliial bipartite de valene ≥ 3, appelé arbre de
Bruhat-Tits de G. Il ne dépend pas du hoix du k-tore k-déployé maximal A.
Le groupe G agit sur X par
g · (g′, x) = (gg′, x) ,
où (g, x) désigne l'image de (g, x) ∈ G×R dans X. C'est une ation propre,
oompate, par automorphismes d'arbre simpliial. Par onstrution, pour
tout g ∈ G et tout x ∈ R, le xateur de (g, x) dans G est le sous-groupe
ompat ouvert gKxg
−1
. D'après [BT1℄, si l'on pose A0 = {1} × R, alors
les droites réelles plongées dans X sont exatement les ensembles g · A0,
où g ∈ G. On munit X de la distane d pour laquelle le plongement naturel
de {g} ×R dans X est une isométrie pour tout g ∈ G. Le groupe G agit par
isométries pour ette distane, toutes les arêtes de X ont la même longueur
et les droites g ·A0 sont les géodésiques de X. Nous renvoyons le leteur aux
textes fondateurs [BT1℄ et [BT2℄ pour plus de détails, ainsi qu'à [Rou℄ pour
des expliations plus élémentaires et à [Ser℄,  II.1, pour le as deG = SL2(k).
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2.1.3. Déompositions et projetions de Cartan. Notons K = Kx0 le xateur
dans G du sommet x0 = (1, 0) de A0. D'après [BT1℄, le groupe G agit tran-
sitivement sur l'ensemble des ouples (A, C), où A est une droite géodésique
de X et C une arête ontenue dans A. On en déduit la déomposition de
Cartan G = KZ+K : tout élément g ∈ G s'érit g = k1zk2, où k1, k2 ∈ K
et z ∈ Z+. Si g = k1zk2 = k′1z′k′2, où k′1, k′2 ∈ K et z′ ∈ Z+, et si g /∈ K,
alors k−11 k
′
1 ∈ K ∩ Z et k′2k−12 ∈ K ∩ Z. Posons µ(g) = ν(z) ∈ R+ ; on a
(2.1) µ(g) = d(x0, g · x0),
don µ(g) ne dépend pas de l'ériture de g omme produit d'éléments de K,
Z+ et K. L'appliation µ : G → R+ ainsi obtenue est ontinue, propre, bi-
K-invariante ; son image est l'intersetion de R+ ave un réseau de R. On
dit que µ est la projetion de Cartan assoiée à la déomposition de Cartan
G = KZ+K. LorsqueG est déployé sur k, on a ν(Z) = ν(A) et G = KA+K,
où A+ = A∩Z+. Ce n'est pas le as en général, ontrairement à la situation
des groupes réels.
2.1.4. Sous-additivité des projetions de Cartan. D'après (2.1) on a
(2.2) µ(gg′) ≤ µ(g) + µ(g′)
pour tous g, g′ ∈ G et
(2.3) µ(g−1) = µ(g)
puisque G agit sur X par isométries. Rappelons que les k-tores k-déployés
maximaux de G sont tous onjugués sur k ([BoT℄, th. 4.21). D'après (2.2),
si A
′ = gAg−1 (où g ∈ G) est un autre k-tore k-déployé maximal de G et
si µ′ : G → R+ est une projetion de Cartan assoiée à A′, il existe une
onstante C > 0 telle que
|µ(g) − µ′(g)| ≤ C
pour tout g ∈ G. Ainsi, à une onstante additive près, l'appliation µ ne
dépend pas du hoix de A.
2.2. Isométries d'un arbre réel simpliial. Nous onsidérons ii des
arbres simpliiaux au sens de [Ser℄, déf. 6. Rappelons qu'un arbre réel sim-
pliial, ou R-arbre simpliial, est un arbre simpliial muni d'une distane
pour laquelle l'image de tout hemin injetif est isométrique à un segment
réel. Toutes les arêtes n'ont pas néessairement la même longueur pour ette
distane.
Fixons un arbre réel simpliial X de valene ≥ 2, notons d la distane
sur X et Isom(X) le groupe des isométries bijetives de X envoyant sommet
sur sommet et arête sur arête. Cette dernière ondition est toujours vériée
si X est de valene ≥ 3. On munit Isom(X) de la topologie pour laquelle les
xateurs (point par point) des parties ompates de X forment une base de
voisinages ompats ouverts de l'identité. Le groupe Isom(X) est loalement
ompat pour ette topologie.
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Fig. 2. Ation d'un élément elliptique
2.2.1. Isométries hyperboliques et elliptiques. Un élément g ∈ Isom(X) est
sans point xe dans X si et seulement s'il existe une droite géodésique Ag,
stable par g, sur laquelle g agit par une translation non triviale ([Ti1℄,
prop. 3.2, ou [Ser℄, prop. 25) ; on note alors λ(g) > 0 la longueur de ette
translation et l'on dit que g est hyperbolique, d'axe de translation Ag. La
gure 1 illustre l'ation de g sur X dans e as. Comme X est un arbre,
pour tout x ∈ X, le projeté prg(x) de x sur Ag est bien déni : 'est l'unique
point de Ag dont la distane à x est minimale. On a
prg(g · x) = g · prg(x) et d
(
g · x,Ag
)
= d
(
x,Ag
)
.
Les points x, prg(x), g · prg(x) et g · x sont alignés dans et ordre sur une
même droite géodésique de X, d'où
d(x, g · x) = d(x,prg(x))+ d(prg(x), g · prg(x))+ d(g · prg(x), g · x)
= λ(g) + 2 d(x,Ag).(2.4)
En partiulier on a
λ(g) = min
x∈X
d(x, g · x) > 0.
Un élément g ∈ Isom(X) qui admet un point xe dans X est dit elliptique ;
l'ensemble Xg de ses points xes est alors un sous-arbre de X. La gure 2
illustre l'ation de g sur X dans e as. Si pour tout x ∈ X on note prg(x) le
projeté de x surXg, alors d(prg(x), x) = d(prg(x), g·x). De plus, l'intersetion
des segments géodésiques [prg(x), x] et [prg(x), g · x] est réduite à {prg(x)},
d'où
(2.5) d(x, g · x) = d(x,prg(x)) + d(prg(x), g · x) = 2 d(x,Xg).
Par analogie ave le as hyperbolique, on pose
λ(g) = min
x∈X
d(x, g · x) = 0.
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2.2.2. Bord de l'arbre X. Comme tout espae hyperbolique au sens de Gro-
mov, l'arbre X admet un bord ∂X, déni omme l'ensemble des lasses
d'équivalene de demi-droites géodésiques de X pour la relation être à dis-
tane de Hausdor nie ou, de manière équivalente ii, être égales en dehors
d'un ompat. Si ξ ∈ ∂X désigne la lasse d'une demi-droite géodésique D,
nous dirons que ξ est l'extrémité à l'inni de D. Fixons un point x0 ∈ X
et un réel q > 1. Comme X est un arbre, pour tout ξ ∈ ∂X il existe une
unique demi-droite géodésique Dx0(ξ) d'extrémités x0 ∈ X et ξ ∈ ∂X. Pour
tous ξ, ξ′ ∈ ∂X on pose d(ξ, ξ′) = q−r, où
r = sup
{
d(x0, x), x ∈ Dx0(ξ) ∩Dx0(ξ′)
} ∈ [0,+∞].
Cei dénit une distane d sur ∂X. L'ation naturelle de Isom(X) sur ∂X est
ontinue pour ette distane. Le xateur de x0 agit sur ∂X par isométries.
Un élément g ∈ Isom(X) est hyperbolique si et seulement s'il agit sur ∂X
ave exatement deux points xes, l'un attratif, noté ξ+g , et l'autre répulsif,
noté ξ−g ; es points xes sont les deux extrémités de l'axe de translation Ag.
Si g ∈ Isom(X) est elliptique et xe ξ ∈ ∂X, alors g xe (point par point)
toute une demi-droite de X d'extrémité ξ.
2.2.3. Groupes disrets sans torsion d'isométries de X. Un sous-groupe dis-
ret Γ0 de Isom(X) agit librement sur X si et seulement s'il est sans torsion.
Dans e as Γ0 est un groupe libre ([Ser℄, th. 4) et tous ses éléments non tri-
viaux sont hyperboliques. Plus préisément, pour tout domaine fondamental
onnexe D de X pour l'ation de Γ0, si l'on pose
F = {γ ∈ Γ0 r {1}, γ · D ∩ D 6= ∅}
et si F ′ désigne une partie de F telle que F soit l'union disjointe de F ′
et de F ′−1, alors F ′ est une partie libre génératrie de Γ0 ([Ser℄, th. 4′).
Si Γ0 est de type ni, 'est un groupe de Shottky au sens de [Lub℄, déf. 1.4.
L'union XΓ des axes de translations Aγ , où γ ∈ Γ0 r {1}, est un sous-arbre
deX. On dit que l'ation de Γ0 surX estminimale siXΓ = X. Lorsque Γ0 est
de type ni, son ation sur X est minimale si et seulement si le graphe Γ0\X
est ni ([Bas℄, prop. 7.9, et [BL℄, th. 9.7). Rappelons que l'ensemble limite
de Γ0 dans ∂X est par dénition l'adhérene dans ∂X de l'ensemble des
points xes ξ+γ , où γ ∈ Γ0r {1}. Si l'ation de Γ0 sur X n'est pas minimale,
l'ensemble limite de Γ0 dans ∂X est un fermé strit de ∂X. Cei nous sera
utile dans la démonstration du lemme 3.5.
3. Une ondition néessaire et suffisante de oompaité
Cette partie est onsarée à la démonstration du théorème 1.1. Dans toute
la partie, nous notons k un orps loal ultramétrique, G l'ensemble des
k-points d'un k-groupe algébrique semi-simple onnexe de k-rang un et ∆G
la diagonale de G×G. Nous xons une déomposition de Cartan G = KZ+K
et notons µ : G→ R+ la projetion de Cartan assoiée.
D'après [Kas℄, th. 1.3, les sous-groupes disrets sans torsion de G × G
agissant proprement sur (G ×G)/∆G sont, à la permutation près des deux
fateurs de G×G, les graphes de la forme
Γ =
{
(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0
}
,
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où Γ0 est un sous-groupe disret sans torsion de G et ρ : Γ0 → G un mor-
phisme de groupes admissible (au sens du théorème 1.1). Pour démontrer le
théorème 1.1, il sut don d'établir le résultat suivant.
Théorème 3.1. Soient k un orps loal ultramétrique, G l'ensemble des
k-points d'un k-groupe algébrique semi-simple onnexe de k-rang un et ∆G
la diagonale de G × G. Soient Γ0 un sous-groupe disret de type ni sans
torsion de G et ρ : Γ0 → G un morphisme de groupes admissible. Notons
Γ =
{
(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0
}
le graphe de ρ. Le quotient Γ\(G×G)/∆G est ompat si et seulement si le
quotient Γ0\G l'est.
Nous utilisons pour ela l'existene d'un isomorphisme
(G×G)/∆G −→ G
(g, h)∆G 7−→ gh−1.
de (G×G)-variétés algébriques sur k, où G×G agit sur (G×G)/∆G par
translation à gauhe et sur G par
(g1, g2) · g = g1 g g−12 .
Cet isomorphisme induit un isomorphisme de (G × G)-ensembles sur les
k-points.
Notons X l'arbre de Bruhat-Tits de G, muni de la distane d dénie au
paragraphe 2.1.2, et ∂X son bord, muni de la distane d dénie au para-
graphe 2.2.2 en prenant par exemple pour q le ardinal du orps résiduel
de k. Pour traiter l'impliation direte du théorème 3.1, nous introduisons
ertains points ζ−g du bord de l'arbre de Bruhat-Tits de G, obtenus à partir
de la déomposition de Cartan G = KZ+K.
3.1. Points de ∂X assoiés à la déomposition de Cartan G = KZ+K.
Pour tout élément hyperbolique g ∈ G, notons ξ+g (resp. ξ−g ) son point xe
attratif (resp. répulsif) dans ∂X. Notons ξ−
Z+
le point xe répulsif ommun
à tous les éléments hyperboliques de Z+.
Soit g ∈ G de déomposition de Cartan g = k1zk2, où k1, k2 ∈ K et
z ∈ Z+. Si g /∈ K, le point
(3.1) ζ−g = k
−1
2 · ξ−Z+ ∈ ∂X
est bien déni, ar si g = k′1z
′k′2 est une autre déomposition de Cartan de g,
où k′1, k
′
2 ∈ K et z′ ∈ Z+, alors k′−12 ∈ k−12 Z (f. paragraphe 2.1). Le lemme
suivant montre que lorsque g est hyperbolique et µ(g) grand, le point ζ−g est
prohe du point xe répulsif ξ−g .
Lemme 3.2. Pour tout élément hyperbolique g ∈ G, on a
d(ξ−g , ζ
−
g ) ≤ q−µ(g)/2.
Démonstration. Soit g ∈ G un élément hyperbolique ; érivons g = k1zk2,
où k1, k2 ∈ K et z ∈ Z+. Les points x0, prg−1(x0), g−1 · prg−1(x0) et g−1 · x0
sont alignés dans et ordre, don g−1 · prg−1(x0) ∈ Dx0(ξ−g ). D'autre part,
omme K xe x0, on a
g−1 · x0 = k−12 z−1 · x0 ∈ k−12 ·Dx0(ξ−Z+) = Dx0(ζ−g ),
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don g−1 · prg−1(x0) ∈ Dx0(ζ−g ) ar X est un arbre. On en déduit
d(ξ−g , ζ
−
g ) ≤ q−d(x0,g
−1·pr
g−1
(x0)).
Or, d'après (2.1), (2.3) et (2.4) on a
d
(
x0, g
−1 · prg−1(x0)
) ≤ µ(g)
2
,
d'où le résultat. 
L'intérêt d'introduire les points ζ−g est de ontrler la projetion de Cartan
de ertains éléments de G, omme dans le lemme suivant.
Lemme 3.3. Pour tout élément hyperbolique g ∈ G et tout réel ε > 0, il
existe des onstantes C,N ≥ 0 telles que pour tout γ ∈ G r K vériant
d(ξ+g , ζ
−
γ ) ≥ ε on ait
µ(γgn) ≥ µ(γ) + µ(gn)− C
pour tout entier n > N .
Démonstration. Soient ε > 0 un réel et g ∈ G un élément hyperbolique.
Posons
s = − logq ε
et montrons que C = 2s et N = s/λ(g) onviennent. La gure 3 illustre
notre raisonnement. Pour tout n ≥ 1, les points x0, prg(x0) et gn · prg(x0)
sont alignés dans et ordre sur la demi-droite géodésique Dx0(ξ
+
g ), d'où
(3.2) d
(
x0, g
n · prg(x0)
) ≥ d(prg(x0), gn · prg(x0)) = nλ(g).
Soit γ ∈ G r K tel que d(ξ+g , ζ−γ ) ≥ ε. Érivons γ = k1zk2, où k1, k2 ∈ K
et z ∈ Z+. L'intersetion Dx0(ξ+g ) ∩ Dx0(ζ−γ ) est un segment géodésique
dont l'une des extrémités est x0 ; notons x ∈ X son autre extrémité. On a
d(x0, x) ≤ s par hypothèse. Soit n > s/λ(g) un entier. D'après (3.2) on a
d(x0, g
n · prg(x0)) > d(x0, x),
don les points x0, x et g
n · x0 sont alignés dans et ordre et par (2.1) on a
(3.3) d(x, gn · x0) = µ(gn)− d(x0, x).
Comme K xe x0, on a γ
−1 · x0 = k−12 z−1 · x0, et e point appartient à
k−12 ·Dx0(ξ−Z+) = Dx0(ζ−γ ). Le point x appartient lui aussi à Dx0(ζ−γ ), don
d(γ−1 · x0, x) =
∣∣d(x0, γ−1 · x0)− d(x0, x)∣∣.
En utilisant (2.1) et (2.3), on obtient
(3.4) d(γ−1 · x0, x) ≥ µ(γ)− d(x0, x).
Or, x est le projeté de gn ·x0 sur Dx0(ζ−γ ), don les points γ−1 ·x0, x et gn ·x0
sont alignés dans et ordre, d'où
(3.5) d(γ−1 · x0, gn · x0) = d(γ−1 · x0, x) + d(x, gn · x0).
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Fig. 3. Illustration du lemme 3.3
En utilisant (2.1), (3.3), (3.4), (3.5) et le fait que G agit sur X par isométries,
on trouve
µ(γgn) = d(x0, γg
n · x0)
= d(γ−1 · x0, gn · x0)
≥ µ(γ) + µ(gn)− 2 d(x0, x),
d'où le résultat puisque d(x0, x) ≤ s. 
3.2. Démonstration de l'impliation direte du théorème 3.1. Pour
obtenir l'impliation direte du théorème 3.1, nous raisonnons par ontrapo-
sition : il sut de démontrer la proposition suivante.
Proposition 3.4. Soient Γ0 un sous-groupe disret de type ni sans torsion
de G et ρ : Γ0 → G un morphisme de groupes admissible. Si Γ0 n'est pas
oompat dans G, alors pour tout R > 0 il existe un élément gR ∈ G tel que
µ(γ gR ρ(γ)
−1) ≥ R pour tout γ ∈ Γ0.
Pour démontrer la proposition 3.4, nous établissons l'existene d'un élé-
ment hyperbolique g ∈ G tel que pour presque tout γ ∈ Γ0 r {1}, le point
ζ−γ ∈ ∂X donné par (3.1) soit susamment éloigné du point xe attratif ξ+g
(lemme 3.5). Nous utilisons ensuite le lemme 3.3.
Lemme 3.5. Soit Γ0 un sous-groupe disret de type ni sans torsion de G,
non oompat dans G. Il existe un élément hyperbolique g ∈ G et un réel
ε > 0 tels que d(ξ+g , ζ
−
γ ) ≥ ε pour presque tout γ ∈ Γ0 r {1}.
Démonstration. Comme Γ0 est disret, sans torsion, de type ni et non
oompat dans G, son ensemble limite dans ∂X est un fermé strit de ∂X
(f. paragraphe 2.2.3). Notons U le omplémentaire dans ∂X de et ensemble
limite. Soit g ∈ G un élément hyperbolique tel que ξ+g ∈ U . Il existe un
réel ε > 0 tel que {
ξ ∈ ∂X, d(ξ+g , ξ) < 2ε} ⊂ U .
Par dénition on a alors d(ξ+g , ξ
−
γ ) ≥ 2ε pour tout γ ∈ Γ0r{1}. Le lemme 3.2
implique
d
(
ξ+g , ζ
−
γ
) ≥ d(ξ+g , ξ−γ )− d(ξ−γ , ζ−γ ) ≥ 2ε− q−µ(γ)/2
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pour tout γ ∈ Γ0r{1}. Or, l'appliation µ est propre et le groupe Γ0 disret
dans G, don q−µ(γ)/2 ≤ ε pour presque tout γ ∈ Γ0 r {1}. 
Nous pouvons à présent démontrer la proposition 3.4.
Démonstration de la proposition 3.4. Supposons Γ0 non oompat
dansG. D'après les lemmes 3.3 et 3.5, il existe un élément hyperbolique g ∈ G
et des réels C,N ≥ 0 tels que pour tout γ ∈ Γ0 en dehors d'un ertain
ensemble ni F , on ait
(3.6) µ(γgn) ≥ µ(γ) + µ(gn)− C
pour tout entier n > N . Soit R > 0. Comme ρ est admissible, on a
(3.7) µ(ρ(γ)) ≤ µ(γ)−R− C
pour tout γ ∈ Γ0 en dehors d'un ertain ensemble ni F ′. Posons
R′ = max
γ∈F∪F ′
(
µ(γ−1) + µ(ρ(γ))
)
.
Comme g est hyperbolique, la suite (µ(gn))n∈N tend vers l'inni ave n
d'après (2.4). En partiulier, il existe un entier n > N tel que µ(gn) ≥ R+R′.
Fixons un tel n > N et montrons que l'élément gR = g
n
onvient. D'après
(2.2), (3.6) et (3.7), pour tout γ /∈ (F ∪ F ′) on a
µ
(
γgnρ(γ)−1
) ≥ µ(γgn)−µ(ρ(γ)) ≥ (µ(γ)+µ(gn)−C)−(µ(γ)−R−C) ≥ R
et pour tout γ ∈ F ∪ F ′ on a
µ
(
γgnρ(γ)−1
) ≥ µ(gn)− µ(γ−1)− µ(ρ(γ)) ≥ µ(gn)−R′ ≥ R.
Cei ahève la démonstration de la proposition 3.4. 
3.3. Démonstration de l'impliation réiproque du théorème 3.1.
Pour terminer la démonstration du théorème 3.1 (et don du théorème 1.1),
il sut d'établir le résultat suivant.
Proposition 3.6. Soient Γ0 un réseau oompat sans torsion de G et
ρ : Γ0 → G un morphisme de groupes admissible. Il existe une partie om-
pate C de G telle que
G =
{
γgρ(γ)−1, γ ∈ Γ0, g ∈ C
}
.
Démonstration. Par oompaité de Γ0 dans G et ontinuité de µ, il existe
un réel R > 0 tel que
G = Γ0 ·
{
g ∈ G, µ(g) ≤ R}.
Comme ρ est admissible, on a
µ(ρ(γ)) ≤ µ(γ)− 2R − 1
pour tout γ ∈ Γ0 en dehors d'un ertain ensemble ni F . Posons R′ =
maxγ∈F µ(γ) et montrons que le ompat
C = {g ∈ G, µ(g) ≤ R+R′}
onvient. Pour ela, il sut d'établir que pour tout élément g ∈ G vériant
µ(g) > R+R′ il existe γ ∈ Γ0 tel que µ(γgρ(γ)−1) ≤ µ(g)−1 ; on peut alors
onlure par réurrene.
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Soit g ∈ G tel que µ(g) > R + R′. Par hypothèse, il existe γ ∈ Γ0 tel
que µ(γg) ≤ R. Montrons que µ(γgρ(γ)−1) ≤ µ(g)− 1. D'après (2.2) on a
µ(γ−1) ≥ µ(g) − µ(γg) > R′,
don γ−1 /∈ F , e qui implique µ(ρ(γ)−1) ≤ µ(γ−1)−2R−1. En utilisant (2.2)
et (2.3), on trouve
µ(γ−1) ≤ µ(g) + µ(g−1γ−1) ≤ µ(g) +R
et
µ
(
γgρ(γ)−1
) ≤ µ(γg) + µ(ρ(γ)−1) ≤ µ(γ−1)−R− 1 ≤ µ(g)− 1.
Cei ahève la démonstration de la proposition 3.6. 
3.4. Le as de rang supérieur. La desription donnée par le théorème 1.1
est spéique au rang un. En eet, voii en aratéristique nulle un exemple
de quotient ompat Γ\(G × G)/∆G où G est de k-rang ≥ 2 et où Γ est
le produit de deux sous-groupes innis de G. Fixons un élément non arré
β ∈ kr k2. Soient Q la forme quadratique sur k4 donnée par
Q(x1, y1, x2, y2) = (x
2
1 − β y21)− (x22 − β y22)
et G = SO(Q) le groupe spéial orthogonal de Q. Notons Q1 la restrition
de Q à k3 × {0} et soit H1 = SO(Q1) le groupe spéial orthogonal de Q1,
vu omme sous-groupe de G. Choisissons une raine arrée
√
β de β dans
une lture algébrique de k et notons σ l'élément non trivial du groupe de
Galois de l'extension quadratique k(
√
β)/k. Soient h la forme hermitienne
sur k(
√
β)2 donnée par
h(z1, z2) = z1 σ(z1)− z2 σ(z2)
et H2 = U(h) le groupe unitaire de h. En identiant k(
√
β) à k2 par l'appli-
ation qui à tout x+
√
βy assoie (x, y), on voit H2 omme un sous-groupe
de G. Par un analogue ultramétrique de [Ko1℄, prop. 4.9, le groupe H1 agit
proprement et oompatement sur G/H2, don H1 × H2 agit proprement
et oompatement sur (G × G)/∆G. Si k est de aratéristique nulle, les
groupes H1 et H2 admettent des réseaux oompats sans torsion Γ1 et Γ2
([BH℄, th. A, et [Sel℄, lem. 8). Le groupe Γ = Γ1 × Γ2 agit alors librement,
proprement et oompatement sur (G×G)/∆G.
4. Longueurs de translation et onstantes de Lipshitz
Reprenons les notations du paragraphe 2.2. Le but de ette partie est de
démontrer le résultat suivant.
Proposition 4.1. Soient X et X ′ deux arbres réels simpliiaux de valene ≥ 2.
Soit Γ0 un sous-groupe disret sans torsion de Isom(X) tel que le graphe quo-
tient Γ0\X soit ni, et soit ρ : Γ0 → Isom(X ′) un morphisme de groupes.
(1) Il existe une appliation ane par moreaux f : X → X ′ qui est
ρ-équivariante, au sens où f(γ · x) = ρ(γ) · f(x) pour tout γ ∈ Γ0 et
tout x ∈ X. Une telle appliation est lipshitzienne.
(2) La borne inférieure C ≥ 0 des onstantes de Lipshitz de telles ap-
pliations est atteinte.
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(3) Fixons un point x0 ∈ X et soit F le sous-ensemble ni de Γ0 r {1}
formé des éléments γ tels que d(x0, γ · x0) ≤ 4N , où N ≥ 1 désigne
le nombre de sommets du graphe ni Γ0\X. On a
sup
γ∈Γ0r{1}
λ
(
ρ(γ)
)
λ(γ)
= max
γ∈F
λ
(
ρ(γ)
)
λ(γ)
= C.
Remarquons que l'hypothèse que Γ0 est un sous-groupe disret sans torsion
de Isom(X) tel que le graphe Γ0\X soit ni est équivalente à l'hypothèse que
Γ0 est un groupe libre de type ni agissant sur X librement, minimalement,
par isométries (f. paragraphe 2.2.3).
Nous notons ii d la distane sur X ou X ′ et disons qu'une appliation
f : X → X ′ est ane par moreaux si pour toute arête e de X, il existe une
onstante Ce ≥ 0 telle que
(4.1) d
(
f(x1), f(x2)
)
= Ce d(x1, x2)
pour tous x1, x2 ∈ e. Une telle appliation est ontinue.
Remarque 4.2. Une appliation f : X → X ′ ane par moreaux est entiè-
rement déterminée par les images par f des sommets de X.
Notons que pour tout γ ∈ Γ0 r {1}, tout x ∈ Aγ et toute appliation
ρ-équivariante et C ′-lipshitzienne f : X → X ′, on a
λ(ρ(γ)) ≤ d(f(x), ρ(γ)·f(x)) = d(f(x), f(γ ·x)) ≤ C ′d(x, γ ·x) = C ′λ(γ).
L'inégalité
(4.2) sup
γ∈Γ0r{1}
λ
(
ρ(γ)
)
λ(γ)
≤ C.
en résulte immédiatement. Le point (3) de la proposition 4.1 arme que
ette inégalité est une égalité et que la borne supérieure dans le terme de
gauhe est atteinte sur un sous-ensemble ni F indépendant de ρ.
Dans le as partiulier où ρ est injetif d'image disrète et oompate,
e résultat est équivalent à un résultat de T. White obtenu en étudiant
une ertaine distane asymétrique sur l'outre-espae ([FM℄, prop. 3.15).
Nous nous inspirons de la preuve de White, qui nous a été aimablement
ommuniquée par M. Bestvina.
4.1. Appliations ρ-équivariantes anes par moreaux. Le point (1)
de la proposition 4.1 est faile.
Démonstration du point (1) de la proposition 4.1. Montrons tout
d'abord qu'il existe une appliation f : X → X ′ ρ-équivariante et ane
par moreaux. Comme le graphe Γ0\X est ni, il existe un système ni S
de représentants de l'ensemble des sommets de X modulo l'ation de Γ0.
Pour tout s ∈ S, hoisissons un sommet s′ de X ′. D'après la remarque 4.2,
il existe une unique appliation ane par moreaux f : X → X ′ telle que
f(γ · s) = ρ(γ) · s′ pour tout γ ∈ Γ0 et tout s ∈ S. Cette appliation est
ρ-équivariante.
D'autre part, toute appliation f : X → X ′ ρ-équivariante et ane par
moreaux est lipshitzienne. En eet, omme le graphe Γ0\X est ni, il existe
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un système ni E de représentants de l'ensemble des arêtes de X modulo
l'ation de Γ0. L'appliation f est lipshitzienne de onstante maxe∈E Ce,
où Ce est donnée par (4.1). 
4.2. Une onstante de Lipshitz minimale. Dans le as partiulier où ρ
est injetif d'image disrète et oompate, toute appliation ρ-équivariante
ane par moreaux f : X → X ′ induit une appliation ane par mor-
eaux du graphe ni Γ0\X vers le graphe ni ρ(Γ0)\X ′ ; le point (2) de la
proposition 4.1 est alors une onséquene immédiate du théorème d'Asoli.
Le as général est plus ompliqué : un argument supplémentaire est né-
essaire pour montrer que l'on peut se ramener à des appliations à valeurs
dans un ompat de X ′ et appliquer le théorème d'Asoli. Nous allons distin-
guer plusieurs as selon le nombre de points xes du groupe ρ(Γ0) dans ∂X
′
.
Commençons par un lemme.
Lemme 4.3. Soient X ′ un arbre réel simpliial, g1, . . . , gn ∈ Isom(X ′) des
isométries de X ′ sans point xe ommun dans X ′ et R′ ≥ 0 un réel. Posons
C = {x′ ∈ X ′, d(x′, gi · x′) ≤ R′ ∀i}.
 Si les isométries gi n'admettent pas de point xe ommun dans ∂X
′
,
alors C est ompat.
 Si les isométries gi admettent exatement un point xe ommun ξ
′
dans ∂X ′, il existe une demi-droite géodésique D de X ′ d'extrémité ξ′
telle que d(x′,D) ≤ R′/2 pour tout x′ ∈ C.
 Si les isométries gi admettent deux points xes ommuns ξ
′
1 et ξ
′
2
dans ∂X ′, on a d(x′,D) ≤ R′/2 pour tout x′ ∈ C, où D désigne la
droite géodésique de X ′ d'extrémités ξ′1 et ξ
′
2.
Démonstration. Pour tout i, si gi est hyperbolique, notons X
′
i l'axe de
translation de gi dans X
′
. Si gi est elliptique, notons X
′
i l'ensemble des
points xes de gi dans X
′
; 'est un sous-arbre de X ′ et les points xes
de gi dans ∂X
′
sont exatement les extrémités à l'inni des demi-droites
géodésiques inluses dans X ′i. D'après (2.4) et (2.5), on a d(x
′,X ′i) ≤ R′/2
pour tout x′ ∈ C et tout 1 ≤ i ≤ n.
Supposons que les gi n'admettent pas de point xe ommun dans ∂X
′
et
qu'ils soient tous elliptiques. Alors l'intersetion des X ′i est vide ar les gi
n'admettent pas de point xe ommun dans X ′ par hypothèse. Comme X ′
est un arbre, il existe deux entiers i1 et i2 tels que X
′
i1
∩ X ′i2 = ∅. Pour
tout x′ ∈ C, nous avons vu que d(x′,X ′i) ≤ R′/2 pour tout i. On en déduit
failement que d(x′, x′′) ≤ R′/2 pour tout x′ ∈ C, où x′′ désigne le projeté
de X ′i1 sur X
′
i2
. Ainsi, le fermé C est borné, don ompat.
Supposons que les gi n'admettent pas de point xe ommun dans ∂X
′
et
qu'il existe un entier 1 ≤ i0 ≤ n tel que gi0 soit hyperbolique. Alors l'interse-
tion des X ′i est un sous-ensemble onvexe fermé de la droite géodésique X
′
i0
.
Il ne ontient pas de demi-droite géodésique par hypothèse, don 'est un
segment géodésique I, déni omme l'intersetion de deux sous-demi-droites
géodésiquesD1 etD2 deX
′
i0
. Comme X ′ est un arbre, il existe deux entiers i1
et i2 tels que X
′
i1
∩X ′i0 ⊂ D1 et X ′i2∩X ′i0 ⊂ D2. Pour tout x′ ∈ C, nous avons
vu que d(x′,X ′i) ≤ R′/2 pour tout i. Si l'on avait d(x′,D1) > R′/2, alors
le projeté de x′ sur X ′i1 serait l'extrémité dans X
′
de la demi-droite D1 et
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l'on aurait d(x′,X ′i1) = d(x
′,D1) > R
′/2, d'où une ontradition. Par onsé-
quent, on a d(x′,D1) ≤ R′/2 pour tout x′ ∈ C, et de même d(x′,D2) ≤ R′/2
pour tout x′ ∈ C. Comme X ′ est un arbre, on en déduit d(x′, I) ≤ R′/2 pour
tout x′ ∈ C. Ainsi, le fermé C est borné, don ompat.
Supposons que les gi admettent exatement un point xe ommun ξ
′
dans ∂X ′. Si tous les gi étaient elliptiques, il existerait une demi-droite géodé-
sique d'extrémité ξ′ xée (point par point) par tous les gi, e qui ontredirait
le fait que les gi n'ont pas de point xe ommun dans X
′
. Par onséquent,
il existe un entier 1 ≤ i0 ≤ n tel que gi0 soit hyperbolique. L'intersetion
des X ′i est un sous-ensemble onvexe de la droite géodésique X
′
i0
; omme
les gi admettent ξ
′
omme unique point xe ommun dans ∂X ′, ette inter-
setion est une sous-demi-droite géodésique D de X ′i0 d'extrémité ξ
′
. Consi-
dérons un entier 1 ≤ i ≤ n tel que X ′i ∩ X ′i0 = D. Pour tout x′ ∈ C,
nous avons vu que d(x′,X ′i0) ≤ R′/2. Si l'on avait d(x′,D) > R′/2, alors
le projeté de x′ sur X ′i serait l'extrémité dans X
′
de la demi-droite D et
l'on aurait d(x′,X ′i) = d(x
′,D) > R′/2, d'où une ontradition. Ainsi, on a
d(x′,D) ≤ R′/2 pour tout x′ ∈ C.
Supposons que les gi admettent deux points xes ommuns ξ
′
1 et ξ
′
2
dans ∂X ′. Par le même argument que i-dessus, il existe un entier 1 ≤ i0 ≤ n
tel que gi0 soit hyperbolique. L'axe de translation X
′
i0
de gi0 est la droite D
d'extrémités ξ′1 et ξ
′
2. D'après e qui préède, on a d(x
′,D) ≤ R′/2 pour
tout x′ ∈ C. 
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le point (2) de la pro-
position 4.1.
Démonstration du point (2) de la proposition 4.1. Si le groupe ρ(Γ0)
admet un point xe x′ dans X ′, alors l'appliation onstante f : X → X ′
d'image {x′} est ρ-équivariante, ane par moreaux, de onstante de Lip-
shitz nulle don minimale. Dans tout le reste de la démonstration, nous
supposerons don ρ(Γ0) sans point xe dans X
′
. Soit D un domaine fonda-
mental onnexe pour l'ation de Γ0 sur X. L'ensemble
F = {γ ∈ Γ0 r {1}, γ · D ∩ D 6= ∅}
est un système générateur ni de Γ0. CommeX est un arbre, pour tout γ ∈ F
il existe un unique ouple (xγ , yγ) de points de D tels que γ · xγ = yγ . La
restrition de X à D induit une bijetion entre l'ensemble S des appliations
ρ-équivariantes et anes par moreaux f : X → X ′ et l'ensemble SD des
appliations anes par moreaux f ′ : D → X ′ telles que f ′(yγ) = ρ(γ)·f ′(xγ)
pour tout γ ∈ F . Cette bijetion préserve les onstantes de Lipshitz. Fixons
un réel C ′ > C et notons SD,C′ l'ensemble des éléments de SD de onstante de
Lipshitz ≤ C ′ ; il est fermé et uniformément équiontinu dans l'ensemble des
appliations ontinues de D dans X ′, muni de la topologie de la onvergene
uniforme. Pour pouvoir appliquer le théorème d'Asoli, nous allons nous
ramener à un sous-ensemble de SD,C′ à valeurs dans un ompat de X ′, en
distinguant plusieurs as selon le nombre de points xes de ρ(Γ0) dans ∂X
′
.
Commençons par remarquer que si l'on pose
R = max
{
d(x, γ · x), x ∈ D, γ ∈ F} > 0,
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alors pour tout f ′ ∈ SD,C′ et tout x ∈ D on a d(f ′(x), ρ(γ) · f ′(x)) ≤ C ′R
pour tout γ ∈ F .
Si ρ(Γ0) n'a pas de point xe dans ∂X
′
, alors D′ est ompat d'après le
lemme 4.3. On peut don appliquer diretement le théorème d'Asoli, qui
arme que l'ensemble SD,C′ est ompat pour la topologie de la onvergene
uniforme. On en déduit l'existene d'un élément f ′ ∈ SD,C′ , et don d'un
élément f ∈ S, de onstante de Lipshitz C minimale.
Supposons que ρ(Γ0) admette un unique point xe ξ
′ ∈ ∂X ′. D'après le
lemme 4.3, il existe une demi-droite géodésique D de X ′ d'extrémité ξ′ telle
que d(f ′(x),D) ≤ C ′R/2 pour tout f ′ ∈ SD,C′ et tout x ∈ D. Fixons une
isométrie hyperbolique g ∈ Isom(X ′) dont l'axe de translation ontient D et
dont ξ′ est le point xe répulsif dans ∂X ′. Soit (f ′n)n∈N une suite d'éléments
de SD,C′ dont la onstante de Lipshitz tend vers C. Si l'on note x′0 l'extré-
mité de D dans X ′, alors pour tout n ∈ N il existe un entier mn ∈ N tel
que gmn · f ′n(D) soit inlus dans le ompat
D′ =
{
x′ ∈ X ′, d(x′, x′0) ≤ λ(g) +
C ′R
2
}
.
Pour tout γ ∈ Γ0, la suite (gmnρ(γ)g−mn)n∈N est bornée : en eet, omme
ρ(γ) xe ξ′ ∈ ∂X ′ par hypothèse, il existe une demi-droite Dγ inluse dans D
telle que ρ(γ) ·Dγ ⊂ D ; pour tout x′ ∈ Dγ on a gmnρ(γ)g−mn ·x′ = ρ(γ) ·x′
pour tout n ∈ N, don (gmnρ(γ)g−mn )n∈N est bornée par dénition de la
topologie sur Isom(X ′) (f. paragraphe 2.2). Quitte à extraire une sous-suite,
on peut don supposer que pour tout γ ∈ F la suite (gmnρ(γ)g−mn)n∈N
onverge. En partiulier, il existe un entier N ∈ N tel que pour tout n ≥ N
et tout γ ∈ F , les isométries gmnρ(γ)g−mn et gmN ρ(γ)g−mN oïnident sur
le ompat D′. Par onséquent, pour tout n ≥ N et tout γ ∈ F on a
(
gmn−mN · f ′n
)
(yγ) = g
mn−mN ρ(γ) · f ′n(xγ)
= g−mN
(
gmnρ(γ)g−mn
) · (gmn · f ′n(xγ))
= g−mN
(
gmN ρ(γ)g−mN
) · (gmn · f ′n(xγ))
= ρ(γ) · (gmn−mN · f ′n)(xγ).
Comme de plus g est une isométrie de X ′, l'appliation gmn−mN ·f ′n a même
onstante de Lipshitz que f ′n ; elle appartient don à SD,C′ pour tout n ≥ N .
L'image de gmn−mN · f ′n étant inluse dans le ompat g−mN · D′, on peut
appliquer le théorème d'Asoli, qui arme que la suite (gmn−mN ·f ′n)n∈N est
d'adhérene ompate dans le fermé SD,C′ pour la topologie de la onvergene
uniforme. En partiulier, ette suite admet une sous-suite qui onverge vers
un ertain f ′ ∈ SD,C′. Comme la onstante de Lipshitz de f ′n tend vers C,
elle de gmn−mN · f ′n aussi, et f ′ est de onstante de Lipshitz C minimale.
Le as où ρ(Γ0) admet deux points xes ξ
′
1 et ξ
′
2 dans ∂X
′
se traite
de manière analogue. Plus préisément, soit D la droite géodésique de X ′
d'extrémités ξ′1 et ξ
′
2. D'après le lemme 4.3, on a d(f
′(x),D) ≤ C ′R/2
pour tout f ′ ∈ SD,C′ et tout x ∈ D. Fixons une isométrie hyperbolique
g ∈ Isom(X ′) d'axe de translation D. Soit (f ′n)n∈N une suite d'éléments
de SD,C′ dont la onstante de Lipshitz tend vers C. Si x′0 désigne un point
quelonque xé de D, alors pour tout n ∈ N il existe un entier mn ∈ Z tel
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que gmn · f ′n(D) soit inlus dans le ompat
D′ =
{
x′ ∈ X ′, d(x′, x′0) ≤ λ(g) +
C ′R
2
}
.
Pour tout γ ∈ Γ0, la suite (gmnρ(γ)g−mn )n∈N est bornée : en eet, la droite D
est (globalement) stable par ρ(γ) ar ρ(γ) xe ses extrémités ξ′1, ξ
′
2 ∈ ∂X ′
par hypothèse ; pour tout x′ ∈ D on a gmnρ(γ)g−mn · x′ = ρ(γ) · x′ pour
tout n ∈ N, don (gmnρ(γ)g−mn)n∈N est bornée par dénition de la topologie
sur Isom(X ′) (f. paragraphe 2.2). On onlut omme dans le as où ρ(Γ0)
n'admet qu'un seul point xe dans ∂X ′. 
Notons que C ≥ 0 est la onstante de Lipshitz minimale de toutes les
appliations lipshitziennes et ρ-équivariantes de X dans X ′ (non néessai-
rement anes par moreaux). En eet, si f : X → X ′ est ρ-équivariante et
C-lipshitzienne, alors l'appliation ane par moreaux fa : X → X ′ telle
que fa(s) = f(s) pour tout sommet s de X (donnée par la remarque 4.2) est
enore ρ-équivariante et C-lipshitzienne.
4.3. Arêtes f -maximales. Fixons désormais deux arbres réels simpliiaux
X et X ′ de valene ≥ 2, un sous-groupe disret sans torsion Γ0 de Isom(X)
tel que le graphe Γ0\X soit ni et un morphisme de groupes ρ : Γ0 → G.
Soit C ≥ 0 la onstante de Lipshitz minimale donnée par le point (2) de la
proposition 4.1. Fixons une appliation ρ-équivariante, ane par moreaux
et C-lipshitzienne f : X → X ′.
Nous dirons qu'une arête e de X est f -maximale si la restrition de f
à e est ane de onstante C. Comme f est ρ-équivariante et omme Γ0
et ρ(Γ0) sont des groupes d'isométries, une arête e de X est f -maximale si
et seulement l'arête γ · e est f -maximale pour tout γ ∈ Γ0. En partiulier, la
notion d'arête maximale passe au quotient Γ0\X.
Pour toutes arêtes e1 et e2 de X inidentes en un sommet s, notons
e1 ∼f e2 si f(e1) ∩ f(e2) est d'intérieur non vide dans X ′. Cei dénit
une relation d'équivalene ∼f sur l'ensemble des arêtes de X d'extrémité s.
Comme préédemment, ette relation induit une relation d'équivalene ∼f
sur l'ensemble des arêtes de Γ0\X inidentes en s, où s désigne l'image de s
dans Γ0\X.
Pour démontrer le point (3) de la proposition 4.1, nous aimerions prouver
l'existene d'un laet de Γ0\X passant au plus deux fois par haque sommet
de Γ0\X et tel que la restrition de f aux relevés dans X de e laet soit
ane de onstante C. Cette dernière ondition se traduit par le fait que le
laet est entièrement formé d'arêtes f -maximales et que deux arêtes sues-
sives appartiennent toujours à des lasses d'équivalene diérentes pour la
relation ∼f . L'existene d'un tel laet est assurée si f vérie une ertaine
ondition de minimalité : il sut que l'ensemble des arêtes f -maximales deX
soit minimal. Avant de démontrer ette existene (lemme 4.5), ommençons
par établir qu'une ondition néessaire est vériée.
Lemme 4.4. Supposons l'ensemble des arêtes f -maximales de X minimal.
En tout sommet de X qui est extrémité d'une arête f -maximale, il existe au
moins deux lasses d'équivalene d'arêtes f -maximales pour la relation ∼f .
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Démonstration. Soit s0 un sommet de X. Supposons par l'absurde que
toutes les arêtes f -maximales d'extrémité s0 appartiennent à la même lasse
d'équivalene pour la relation ∼f : ela signie qu'il existe un segment géo-
désique I d'intérieur non vide dans X ′, d'extrémité f(s0), qui est ontenu
dans l'image f(e) de toute arête f -maximale e d'extrémité s0. D'après la
remarque 4.2, pour tout x′ ∈ I il existe une unique appliation ane par
moreaux fx′ : X → X ′ telle que fx′(γ · s0) = ρ(γ) · x′ pour tout γ ∈ Γ0 et
fx′(s) = f(s) pour tout sommet s /∈ Γ0 ·s0 ; elle est ρ-équivariante. Montrons
que pour x′ ∈ Ir{f(s0)} susamment prohe de f(s0), l'appliation fx′ est
C-lipshitzienne et l'ensemble des arêtes fx′-maximales est stritement in-
lus dans l'ensemble des arêtes f -maximales, e qui ontredira la minimalité
de C et de l'ensemble des arêtes f -maximales.
Si e est une arête de X dont les extrémités n'appartiennent pas à l'or-
bite Γ0 · s0, alors la restrition de fx′ à e est égale à la restrition de f à e.
En partiulier, e est fx′-maximale si et seulement si elle est f -maximale.
Soit e une arête de X d'extrémités s0 et s /∈ Γ0 · s0. La restrition de f
(resp. de fx′) à e est ane de onstante
d(f(s0), f(s))
d(s0, s)
(
resp.
d(x′, f(s))
d(s0, s)
)
.
Si e n'est pas f -maximale, alors e n'est pas fx′-maximale pour x
′
susam-
ment prohe de f(s0), par ontinuité de l'appliation x
′ 7→ d(x′, f(s)). Si e
est f -maximale, alors pour x′ ∈ I r {f(s0)} on a d(x′, f(s)) < d(f(s0), f(s))
don e n'est pas fx′-maximale.
Soit e une arête de X d'extrémités s0 et γ · s0, où γ ∈ Γ0 r {1}. La
restrition de f (resp. de fx′) à e est ane de onstante
d(f(s0), ρ(γ) · f(s0))
d(s0, γ · s0)
(
resp.
d(x′, ρ(γ) · x′)
d(s0, γ · s0)
)
.
Si e n'est pas f -maximale, alors e n'est pas fx′-maximale pour x
′
susam-
ment prohe de f(s0), par ontinuité de l'appliation x
′ 7→ d(x′, ρ(γ) · x′).
Supposons que e est f -maximale et montrons que e n'est pas fx′-maximale
pour x′ ∈ I r {f(s0)}. Comme e est f -maximale, γ−1 · e l'est aussi, don
l'intersetion
f(γ−1 · e) ∩ f(e) = [ρ(γ)−1 · f(s0), f(s0)] ∩ [f(s0), ρ(γ) · f(s0)]
ontient I. Si ρ(γ) est hyperbolique, alors pour x′ ∈ I r {f(s0)} on a,
d'après (2.4),
d(x′, ρ(γ) · x′) = λ(ρ(γ)) + 2d(x′,Aρ(γ))
< λ(ρ(γ)) + 2d(f(s0),Aρ(γ))
= d(f(s0), ρ(γ) · f(s0)),
don e n'est pas fx′-maximale. Si ρ(γ) est elliptique et si X
′
ρ(γ) désigne
l'ensemble de ses points xes dans X ′, alors pour x′ ∈ I r {f(s0)} on a,
d'après (2.5),
d(x′, ρ(γ) · x′) = 2d(x′,X ′ρ(γ)) < 2d(f(s0),X ′ρ(γ)) = d(f(s0), ρ(γ) · f(s0)),
don e n'est pas fx′-maximale, e qui termine la démonstration du lemme 4.4.

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Fig. 4. Illustration du lemme 4.5, dans Γ0\X
4.4. Un laet d'étirement maximal. Démontrons à présent l'existene
d'un laet de Γ0\X passant au plus deux fois par haque sommet de Γ0\X
et tel que la restrition de f aux relevés dans X de e laet soit ane de
onstante C.
Lemme 4.5. Supposons l'ensemble des arêtes f -maximales de X minimal.
Il existe un élément γ ∈ Γ0 r {1} dont l'image dans Γ0\X de l'axe de
translation Aγ est un laet passant au plus deux fois par haque sommet
de Γ0\X, dont toutes les arêtes sont f -maximales et dont deux arêtes onsé-
utives appartiennent toujours à des lasses d'équivalene diérentes pour la
relation ∼f .
Démonstration. Soit e0 une arête f -maximale de X, d'extrémités s0 et s1.
Le lemme 4.4 permet de onstruire par réurrene une suite (sn)n∈N de som-
mets de X telle que pour tout n ∈ N, les sommets sn et sn+1 soient adjaents,
l'arête en d'extrémités sn et sn+1 soit f -maximale, et les arêtes en et en+1
appartiennent à des lasses d'équivalene diérentes pour la relation ∼f .
Comme X est un arbre, les sommets sn sont deux à deux distints et pour
tous m < n, la réunion des arêtes ei, où m ≤ i ≤ n, est le segment géodé-
sique d'extrémités sm et sn, de longueur n−m+1. Soit N ≥ 1 le nombre de
sommets du graphe ni Γ0\X. D'après le prinipe des tiroirs de Dirihlet, il
existe trois entiers
0 ≤ n1 < n2 < n3 ≤ 2N
tels que les sommets sn1 , sn2 et sn3 appartiennent à la même orbite de Γ0.
Choisissons-les de sorte que l'entier n3 − n1 soit minimal, e qui assure que
l'image du segment géodésique [sn1 , sn3 ] dans Γ0\X est un laet passant au
plus deux fois par haque sommet de Γ0\X. Soient γ1, γ2 ∈ Γ0 r {1} tels
que sn2 = γ1 · sn1 et sn3 = γ2 · sn2 . La gure 4 illustre notre raisonnement.
Pour toute arête e de X, nous notons e son image dans Γ0\X.
Supposons que les arêtes en2−1 et en1 appartiennent à des lasses d'équi-
valene diérentes pour la relation ∼f . Le projeté de sn2 sur Aγ1 appar-
tient à la fois aux segments géodésiques [sn1 , sn2 ] et [sn2 , γ1 · sn2 ] ; omme
en2−1 6∼f γ1 · en1 par hypothèse, on a sn2 ∈ Aγ1 . Ainsi, l'image de Aγ1
dans Γ0\X est l'union des ei où n1 ≤ i ≤ n2 − 1 ; 'est un laet simple
de Γ0\X dont toutes les arêtes sont f -maximales et dont deux arêtes onsé-
utives appartiennent toujours à des lasses d'équivalene diérentes pour la
relation ∼f .
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De même, si les arêtes en3−1 et en2 appartiennent à des lasses d'équi-
valene diérentes pour la relation ∼f , alors l'image de Aγ2 dans Γ0\X est
l'union des ei où n2 ≤ i ≤ n3− 1 ; 'est un laet simple de Γ0\X dont toutes
les arêtes sont f -maximales et dont deux arêtes onséutives appartiennent
toujours à des lasses d'équivalene diérentes pour la relation ∼f .
Supposons en2−1 ∼f en1 et en3−1 ∼f en2 . Comme par onstrution les
arêtes en2−1 et en2 appartiennent à des lasses d'équivalene diérentes
pour ∼f , il en est de même des arêtes en3−1 et en1 . Comme préédemment,
l'image de Aγ2γ1 dans Γ0\X est l'union des ei où n1 ≤ i ≤ n3 − 1 ; 'est la
onaténation de deux laets simples de Γ0\X, dont toutes les arêtes sont
f -maximales et dont deux arêtes onséutives appartiennent toujours à des
lasses d'équivalene diérentes pour la relation ∼f . Cei ahève la démons-
tration du lemme 4.5. 
Nous pouvons à présent démontrer le point (3) de la proposition 4.1.
Démonstration du point (3) de la proposition 4.1. Soit f : X → X ′ une
appliation ρ-équivariante, ane par moreaux et C-lipshitzienne telle que
l'ensemble des arêtes f -maximales de X soit minimal. D'après le lemme 4.5,
il existe un élément γ ∈ Γ0r{1} dont l'image dans Γ0\X de l'axe de transla-
tion Aγ est un laet passant au plus deux fois par haque sommet de Γ0\X,
dont toutes les arêtes sont f -maximales et dont deux arêtes onséutives
appartiennent toujours à des lasses d'équivalene diérentes pour la rela-
tion ∼f . Quitte à remplaer γ par un onjugué dans Γ0, on peut supposer
que Aγ renontre D ; d'après (2.4) on a alors
d(x0, γ · x0) = λ(γ) + 2d(x0,Aγ) ≤ 4N,
i.e. γ ∈ F . Montrons que
λ
(
ρ(γ)
)
λ(γ)
= C,
e qui sura, d'après (4.2), à établir le point (3) de la proposition 4.1. Nous
distinguons les as où ρ(γ) est hyperbolique ou elliptique.
Supposons ρ(γ) hyperbolique et soit s un sommet deAγ . Le projeté de f(s)
sur Aρ(γ) appartient à la fois aux segments géodésiques [f(s), ρ(γ)−1 ·f(s)] =
[f(s), f(γ−1 · s)] et [f(s), ρ(γ) · f(s)] = [f(s), f(γ · s)]. Comme deux arêtes
onséutives de Aγ appartiennent toujours à des lasses d'équivalene dié-
rentes pour la relation ∼f , on en déduit f(s) ∈ Aρ(γ). Ainsi, on a
d(f(s), f(γ · s))
d(s, γ · s) =
d(f(s), ρ(γ) · f(s))
d(s, γ · s) =
λ(ρ(γ))
λ(γ)
.
Comme toutes les arêtes de Aγ sont f -maximales, e quotient est égal à C.
Supposons ρ(γ) elliptique, de sorte que λ(ρ(γ)) = 0, et soit s un sommet
de Aγ . Le projeté de f(s) sur l'ensemble des points xes de ρ(γ) appartient
à la fois aux segments géodésiques [f(s), ρ(γ)−1 · f(s)] = [f(s), f(γ−1 · s)] et
[f(s), ρ(γ) · f(s)] = [f(s), f(γ · s)]. Comme deux arêtes onséutives de Aγ
appartiennent toujours à des lasses d'équivalene diérentes pour la rela-
tion ∼f , on en déduit que f(s) est un point xe de ρ(γ). Ainsi, on a
f(γ · s) = ρ(γ) · f(s) = f(s),
don C = 0, e qui termine la démonstration. 
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5. Déformation des quotients ompats de (G×G)/∆G
Dans ette partie, nous déduisons les théorèmes 1.4 puis 1.2 de la propo-
sition 4.1 et d'une propriété des déformations de réseaux oompats sans
torsion de G (lemme 5.2).
5.1. Démonstration du théorème 1.4. Soient X et X ′ deux arbres réels
simpliiaux de valene ≥ 2 et Γ0 un sous-groupe disret sans torsion de
Isom(X) tel que le graphe Γ0\X soit ni. Fixons des points x0 ∈ X et x′0 ∈ X ′.
Nous dirons qu'un morphisme de groupes ρ : Γ0 → Isom(X ′) est admissible
si pour tout R > 0 on a d(x′0, ρ(γ) · x′0) ≤ d(x0, γ · x0) − R pour presque
tout γ ∈ Γ0. Cette ondition ne dépend pas du hoix de x0 et x′0. La pro-
position 4.1 implique le résultat suivant, dont le théorème 1.4 est un as
partiulier.
Théorème 5.1. Soient X et X ′ deux arbres réels simpliiaux de valene ≥ 2
et Γ0 un sous-groupe disret sans torsion de Isom(X) tel que le graphe Γ0\X
soit ni. Fixons des points x0 ∈ X et x′0 ∈ X ′. Pour tout morphisme de
groupes ρ : Γ0 → Isom(X ′), notons Cρ ≥ 0 la borne inférieure des réels t ≥ 0
pour lesquels il existe t′ ≥ 0 tel que d(x′0, ρ(γ) · x′0) ≤ td(x0, γ · x0) + t′ pour
tout γ ∈ Γ0.
(1) Soit F le sous-ensemble ni de Γ0 r {1} formé des éléments γ tels
que d(x0, γ ·x0) ≤ 4N , où N désigne le nombre de sommets de Γ0\X.
Pour tout morphisme ρ : Γ0 → Isom(X ′) on a
Cρ = sup
γ∈Γ0r{1}
λ(ρ(γ))
λ(γ)
= max
γ∈F
λ(ρ(γ))
λ(γ)
.
(2) Un morphisme ρ : Γ0 → Isom(X ′) est admissible si et seulement
si Cρ < 1.
Comme dans la proposition 4.1, l'hypothèse que Γ0 est un sous-groupe
disret sans torsion de Isom(X) tel que le graphe Γ0\X soit ni est équiva-
lente à l'hypothèse que Γ0 est un groupe libre de type ni agissant sur X
librement, minimalement, par isométries (f. paragraphe 2.2.3).
Démonstration. Soit ρ : Γ0 → Isom(X ′) un morphisme de groupes. D'après
la proposition 4.1, il existe une appliation ρ-équivariante ane par mor-
eaux f : X → X ′ de onstante de Lipshitz C minimale. Commençons par
remarquer que pour tout γ ∈ Γ0 r {1} on a
λ(ρ(γ))
λ(γ)
≤ Cρ.
En eet, 'est évident si ρ(γ) est elliptique, et si ρ(γ) est hyperbolique ela
résulte du fait que la suite
(5.1)
(
d(x′0, ρ(γ)
n · x′0)−
λ(ρ(γ))
λ(γ)
d(x0, γ
n · x0)
)
n≥1
est onstante d'après (2.4). D'autre part, pour tout γ ∈ Γ0 on a
d(x′0, ρ(γ) · x′0) ≤ d
(
x′0, f(x0)
)
+ d
(
f(x0), ρ(γ) · f(x0)
)
+ d
(
ρ(γ) · f(x0), ρ(γ) · x′0
)
= d
(
f(x0), f(γ · x0)
)
+ 2 d
(
x′0, f(x0)
)
≤ C d(x0, γ · x0) + 2 d
(
x′0, f(x0)
)
,
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don Cρ ≤ C. Ainsi, on a
sup
γ∈Γ0r{1}
λ(ρ(γ))
λ(γ)
≤ Cρ ≤ C.
D'après la proposition 4.1, il existe un élément γ′ ∈ F tel que
(5.2)
λ(ρ(γ′))
λ(γ′)
= sup
γ∈Γ0r{1}
λ(ρ(γ))
λ(γ)
= Cρ = C,
e qui prouve le point (1) du théorème 5.1. Comme l'appliation µ est propre
et le groupe Γ0 disret dans G, si Cρ < 1 alors ρ est admissible, et si ρ est ad-
missible alors Cρ ≤ 1. D'après (5.2), si Cρ = 1 alors λ(ρ(γ′)) = λ(γ′) ; omme
la suite donnée par (5.1) est onstante pour γ = γ′, le morphisme ρ n'est pas
admissible. Cei ahève la démonstration du point (2) du théorème 5.1. 
Le théorème 1.4 s'obtient à partir du théorème 5.1 en prenant pour X
et X ′ l'arbre de Bruhat-Tits de G et pour x0 et x
′
0 le point donné par (2.1).
5.2. Déformation des réseaux oompats sans torsion de G. Soient
k un orps loal ultramétrique et G l'ensemble des k-points d'un k-groupe
algébrique semi-simple onnexe de k-rang un. Il est bien onnu que pour tout
réseau oompat sans torsion Γ0 de G, il existe un voisinage V0 de l'inlu-
sion anonique dans Hom(Γ0, G) tel que pour tout σ ∈ V0, le groupe σ(Γ0)
soit un réseau oompat sans torsion de G ([Lub℄, prop. 1.7 et th. 2.1).
De plus, omme les appliations λ et µ sont ontinues à valeurs disrètes,
pour toute partie nie F de Γ0 il existe un voisinage VF de l'inlusion ano-
nique dans Hom(Γ0, G) tel que pour tout σ ∈ VF on ait λ(σ(γ)) = λ(γ) et
µ(σ(γ)) = µ(γ) pour tout γ ∈ F .
Dans e paragraphe, nous remarquons qu'il existe un voisinage V de
l'inlusion anonique dans Hom(Γ0, G) tel que pour tout σ ∈ V on ait
λ(σ(γ)) = λ(γ) et µ(σ(γ)) = µ(γ) pour tout γ ∈ Γ0, sans restrition à
une partie nie F .
Lemme 5.2. Soient k un orps loal ultramétrique, G l'ensemble des
k-points d'un k-groupe algébrique semi-simple onnexe de k-rang un et Γ0
un réseau oompat sans torsion de G. Notons X l'arbre de Bruhat-Tits
de G et x0 le point de X donné par (2.1). Pour tout domaine fondamental
onnexe D de X pour l'ation de Γ0, ontenant x0, il existe un voisinage V
de l'inlusion anonique dans Hom(Γ0, G) tel que pour tout σ ∈ V,
 le morphisme σ soit injetif ;
 le groupe σ(Γ0) soit un réseau oompat sans torsion de G ;
 l'ensemble D soit un domaine fondamental de X pour l'ation de σ(Γ0) ;
 on ait λ(σ(γ)) = λ(γ) et µ(σ(γ)) = µ(γ) pour tout γ ∈ Γ0.
Démonstration. Soit D un domaine fondamental onnexe de X pour l'a-
tion de Γ0, ontenant x0. L'ensemble F des éléments γ ∈ Γ0 tels que
γ · D ∩ D 6= ∅ est ni, don
D1 =
⋃
γ∈F
γ · D
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est un ompat de X. Le xateur (point par point) de D1 dans G est un
voisinage de 1 dans G, en tant qu'intersetion des xateurs des extrémités
des arêtes de X renontrant D1. Par onséquent, l'ensemble
V = {σ ∈ Hom(Γ0, G), σ(γ) ∈ γ ·KD1 ∀γ ∈ F}
est un voisinage de l'inlusion anonique dans Hom(Γ0, G).
Pour voir que V vérie les propriétés du lemme 5.2, il sut de montrer que
pour tout σ ∈ V il existe une isométrie bijetive σ-équivariante fσ : X → X
xant x0. En eet, si une telle isométrie fσ existe, alors σ est injetif et
σ(Γ0) est un réseau oompat sans torsion de G, admettant fσ(D) omme
domaine fondamental dans X. Pour tout γ ∈ Γ0, l'image par fσ de l'axe de
translation Aγ de γ est l'axe de translation Aσ(γ) de σ(γ), et λ(σ(γ)) = λ(γ).
Enn, omme fσ est une isométrie σ-équivariante xant x0, on a
µ(σ(γ)) = d(x0, σ(γ) · x0) = d
(
fσ(x0), fσ(γ · x0)
)
= d(x0, γ · x0) = µ(γ)
pour tout γ ∈ Γ0 d'après (2.1).
Fixons don un morphisme σ ∈ V et établissons l'existene d'une isomé-
trie bijetive σ-équivariante fσ : X → X xant x0. Pour tout x ∈ D et
tout γ ∈ Γ0 tels que γ · x ∈ D, on a σ(γ) · x = γ · x. Par onséquent, on
peut dénir une appliation fσ : X → X en posant fσ(γ · x) = σ(γ) · x
pour tout γ ∈ Γ0 et tout x ∈ D. Par onstrution, fσ est σ-équivariante
et xe x0. Montrons que 'est une isométrie bijetive. Comme la restrition
de fσ à D1 est l'identité, omme fσ est σ-équivariante et omme Γ0 et σ(Γ0)
agissent sur X par isométries, la restrition de fσ à tout translaté γ · D1,
où γ ∈ Γ0, est une isométrie. Comme les translatés par Γ0 de l'intérieur
de D1 reouvrent X, on en déduit que fσ est une isométrie loale. Comme
X est un arbre, 'est une isométrie globale. Enn, fσ est surjetive. En eet,
la réunion XD des translatés par σ(Γ0) de D est ouverte dans X, en tant
que réunion des translatés par σ(Γ0) de l'intérieur de D1. Elle est également
fermée ar toute suite de points de XD qui onverge dans X est ontenue
à partir d'un ertain rang dans une boule de X de diamètre ≤ r, où r > 0
désigne la distane de D à X rD1, don dans un translaté par σ(Γ0) de D1
(ar σ(Γ0) agit sur X par isométries). Par onnexité de X, on a XD = X, et
don
fσ(X) =
⋃
γ∈Γ0
fσ(γ · D) =
⋃
γ∈Γ0
σ(γ) · fσ(D) = XD = X.
Ainsi, fσ : X → X est une isométrie bijetive σ-équivariante xant x0, e
qui termine la démonstration. 
Notons que l'existene de déformations non triviales est spéique au
rang un. En eet, si rangk(G) ≥ 2 et si par exemple G est adjoint sans
fateur ompat et Γ0 irrédutible, alors tout morphisme ϕ : Γ0 → G tel
que ϕ(Γ0) soit un réseau oompat de G se prolonge en un automorphisme
ontinu de G par le théorème de super-rigidité de Margulis ([Mar℄, th. 5.6).
5.3. Démonstration du théorème 1.2. Le théorème 1.2 est une onsé-
quene du théorème 1.1, du théorème 1.4 et du lemme 5.2. En eet, soit Γ un
sous-groupe disret de type ni sans torsion de G×G agissant proprement et
oompatement sur (G×G)/∆G. D'après le théorème 1.1, il existe un réseau
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oompat sans torsion Γ0 de G et un morphisme admissible ρ : Γ0 → G tels
que
Γ =
{
(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0
}
,
à la permutation près des deux fateurs de G×G. Soit X l'arbre de Bruhat-
Tits de G, soit N le nombre de sommets du graphe ni Γ0\X et soit F
l'ensemble des éléments γ ∈ Γ0 r {1} tels que µ(γ) ≤ 4N . Choisissons un
domaine fondamental onnexe D de X pour l'ation de Γ0 : on peut prendre
par exemple le domaine de Dirihlet
D = {x ∈ X, d(x, x0) ≤ d(x, γ · x0) ∀γ ∈ Γ0}.
Soit V le voisinage de l'inlusion anonique dans Hom(Γ0, G) donné par le
lemme 5.2. D'après le théorème 1.4, l'ensemble
W = {τ ∈ Hom(Γ0, G), λ(τ(γ)) < λ(γ) ∀γ ∈ F}
ontient ρ ; 'est don un voisinage de ρ dans Hom(Γ0, G), et V×W est un voi-
sinage de l'inlusion anonique dans Hom(Γ, G×G). Soit ϕ = (σ, τ) ∈ V×W.
Le groupe
ϕ(Γ) =
{
(σ(γ), τ(γ)), γ ∈ Γ0
}
est un graphe par injetivité de σ, et σ(Γ0) est un réseau oompat sans
torsion de G. Par dénition de V et de W, le graphe ni σ(Γ0)\X possède
N sommets, l'ensemble F est formé des éléments γ ∈ Γ0 r {1} tels que
µ(σ(γ)) ≤ 4N , et l'on a λ(τ(γ)) < λ(σ(γ)) pour tout γ ∈ F . D'après le
théorème 1.4, le morphisme τ ◦ σ−1 : σ(Γ0) → G est admissible. D'après le
théorème 1.1, le groupe ϕ(Γ) agit librement, proprement et oompatement
sur (G×G)/∆G. 
6. Lien ave l'outre-espae
Dans le as partiulier où ρ est injetif d'image disrète et oompate,
la proposition 4.1 implique l'existene et l'équivalene entre deux dénitions
diérentes d'une même distane asymétrique sur l'outre-espae, omme
nous le préisons dans ette partie.
Cette distane asymétrique sur l'outre-espae est un analogue de la dis-
tane asymétrique de Thurston sur l'espae de Teihmüller, introduite et
étudiée en détail dans [Thu℄ : les lasses d'équivalene de strutures hyper-
boliques omplètes sur une surfae ompate S de type ni et de aratéris-
tique d'Euler χ(S) < 0, munies d'un marquage par le groupe fondamental
de S, sont remplaées par les lasses d'équivalene de graphes métriques
onnexes munis d'un marquage par un groupe libre de type ni xé (f.
paragraphe 6.4).
Sur l'outre-espae, ette distane asymétrique a d'abord été étudiée par
T. White dans un texte non publié, puis réemment par S. Franaviglia et
A. Martino [FM℄ qui se sont intéressés à une symétrisation de ette distane
et à la géométrie orrespondante sur l'outre-espae.
6.1. Rappels. Soient n ≥ 2 un entier et Rn un bouquet de n erles d'in-
tersetion {c} ; le groupe fondamental π1(Rn, c) est un groupe libre à n
générateurs que nous noterons Fn. Appelons graphe normalisé marqué de
rang n tout ouple (Y, ϕ) où Y est un graphe métrique onnexe ni de va-
lene ≥ 2 dont la somme des longueurs des arêtes vaut un, et où ϕ : Rn → Y
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est une équivalene d'homotopie. L'équivalene d'homotopie ϕ induit un iso-
morphisme de groupes
ϕ∗ : Fn −→ π1
(
Y, ϕ(c)
)
.
Pour tous graphes normalisés (Y, ϕ) et (Y ′, ϕ′) marqués de rang n, nous
dirons qu'une appliation ontinue f : Y → Y ′ respete les marquages ϕ
et ϕ′ si f ◦ ϕ est homotope à ϕ′. Notons (Y, ϕ) ∼ (Y ′, ϕ′) s'il existe une
isométrie bijetive i : Y → Y ′ respetant les marquages ϕ et ϕ′. Cei dénit
une relation d'équivalene ∼ sur l'ensemble des graphes normalisés marqués
de rang n. On appelle outre-espae de rang n l'ensemble des lasses d'équi-
valene pour ette relation. Cet ensemble a été introduit par M. Culler et
K. Vogtmann dans l'artile fondateur [CV℄ ; nous le notons ii OSn. Pour
tout graphe normalisé (Y, ϕ) marqué de rang n, nous notons [Y, ϕ] la lasse
de (Y, ϕ) dans OSn.
6.2. Une distane asymétrique sur l'outre-espae. Soient (Y, ϕ) et
(Y ′, ϕ′) deux graphes normalisés marqués de rang n. Notons X (resp. X ′)
un revêtement universel de Y (resp. de Y ′) : 'est un arbre réel simpliial
de valene ≥ 2. Le groupe fondamental π1(Y, ϕ(c)) (resp. π1(Y ′, ϕ′(c))) agit
librement, proprement et oompatement sur X (resp. sur X ′), par isomé-
tries. Posons Γ0 = π1(Y, ϕ(c)) et
ρ = ϕ′∗ ◦ ϕ−1∗ : Γ0 −→ Isom(X ′).
Toute appliation ontinue f : Y → Y ′ respetant les marquages ϕ et ϕ′ se
relève en une appliation ontinue ρ-équivariante f : X → X ′, au sens de la
proposition 4.1. Réiproquement, toute appliation ontinue ρ-équivariante
f : X → X ′ induit une appliation ontinue f : Y → Y ′ respetant les
marquages ϕ et ϕ′. Par onstrution, l'appliation f est lipshitzienne si et
seulement si f l'est, et dans e as les deux onstantes de Lipshitz sont les
mêmes.
D'après la proposition 4.1, il existe une appliation f : Y → Y ′ af-
ne par moreaux respetant les marquages ϕ et ϕ′, et la borne inférieure
des onstantes de Lipshitz de telles appliations est atteinte. Cette borne
inférieure ne dépend que des lasses [Y, ϕ] et [Y ′, ϕ′] dans OSn ; notons
L([Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]) son logarithme.
Lemme 6.1. L'appliation L : OSn×OSn → R est une distane asymétrique
sur OSn, au sens où
(1) pour tous [Y, ϕ], [Y ′, ϕ′] ∈ OSn on a
L([Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]) ≥ 0,
ave égalité si et seulement si [Y, ϕ] = [Y ′, ϕ′] ;
(2) pour tous [Y, ϕ], [Y ′, ϕ′], [Y ′′, ϕ′′] ∈ OSn on a
L([Y, ϕ], [Y ′′, ϕ′′]) ≤ L([Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]) + L([Y ′, ϕ′], [Y ′′, ϕ′′]).
En général on a L([Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]) 6= L([Y ′, ϕ′], [Y, ϕ]), omme nous le ver-
rons i-dessous.
Démonstration du lemme 6.1. Le point (2) est lair. Prouvons le point (1).
Soient (Y, ϕ) et (Y ′, ϕ′) deux graphes normalisés marqués de rang n et
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✫✪
✬✩r r
✫✪
✬✩
ai
1− 2ai
ai
yi
Fig. 5. Le graphe Yi
f : Y → Y ′ une appliation ane par moreaux respetant les marquages ϕ
et ϕ′, de onstante de Lipshitz C = expL([X,ϕ], [X ′, ϕ′]) minimale.
Remarquons que f est surjetive. En eet, notons omme i-dessus X
(resp. X ′) un revêtement universel de Y (resp. de Y ′) et soit f : X → X ′ un
relevé de f ; montrons que f est surjetive. Fixons un sommet s de X. Pour
tout γ ∈ Γ0, l'image par f du segment géodésique [s, γ · s] de X ontient
le segment géodésique [f(s), ρ(γ) · f(s)] de X ′. Il sut don de montrer
que les segments géodésiques [f(s), ρ(γ) · f(s)], où γ ∈ Γ0, reouvrent X ′.
Mais s'il existait un point x′ ∈ X ′ n'appartenant à auun segment géodé-
sique [f(s), ρ(γ) · f(s)], alors toute omposante onnexe de X ′ r {x′} ne
ontenant pas f(s) serait un sous-arbre inni de X ne renontrant pas l'or-
bite ρ(Γ0) · f(s), e qui ontredirait le fait que ρ(Γ0) agit oompatement
sur X ′.
Notons E (resp. E′) l'ensemble des arêtes de Y (resp. de Y ′). Pour toute
arête e ∈ E (resp. e′ ∈ E′), notons ℓ(e) ∈ [0, 1] (resp. ℓ′(e′) ∈ [0, 1]) sa
longueur dans Y (resp. dans Y ′). Notons enn Ce la onstante de Lipshitz
de la restrition de f à e pour tout e ∈ E. Comme f est surjetive on a
(6.1) 1 =
∑
e′∈E
ℓ′(e′) ≤
∑
e∈E
ℓ
(
f(e)
) ≤ ∑
e∈E
Ce ℓ(e) ≤ C
∑
e∈E
ℓ(e) = C.
On en déduit
(6.2) L([X,ϕ], [X ′, ϕ′]) = logC ≥ 0.
De plus, si L([X,ϕ], [X ′, ϕ′]) = 0, alors toutes les inégalités dans (6.1) sont
des égalités ; on en déduit aisément que f est une isométrie bijetive, et
don que [X,ϕ] = [X ′, ϕ′]. Enn, en onsidérant l'identité de X, on voit
que L([X,ϕ], [X,ϕ]) ≤ 0, don L([X,ϕ], [X,ϕ]) = 0 par (6.2). 
Montrons l'asymétrie sur un exemple pour n = 2. Comme préédemment,
soitR2 un bouquet de deux erles C et C′ d'intersetion {c}. Pour i ∈ {1, 2},
soit Yi le graphe donné par la gure 5, où les deux boules sont de longueur
ai ∈]0, 1[ et où l'arête du milieu est de longueur 1−2ai. Soit ϕi : R2 → Yi une
équivalene d'homotopie envoyant c sur yi, établissant un homéomorphisme
entre C et le erle de gauhe de Yi et envoyant C′ sur l'union du segment
transverse et du erle de droite de Yi. Pour a1 ≤ a2, un alul donne
L
(
[Y1, ϕ1], [Y2, ϕ2]
)
= log
(a2
a1
)
et L
(
[Y2, ϕ2], [Y1, ϕ1]
)
= log
(
1− a1
1− a2
)
.
Ces réels sont diérents dès que a2 /∈ {a1, 1− a1}.
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6.3. Quotients de longueurs de laets. Pour tout graphe normalisé (Y, ϕ)
marqué de rang n et tout γ ∈ Fn r {1}, la longueur minimale d'un laet
dans la lasse d'homotopie libre de ϕ∗(γ) ∈ π1(Y, ϕ(c)) ne dépend que de la
lasse [Y, ϕ] de (Y, ϕ) dans OSn ; notons-la long[Y,ϕ](γ). Si X désigne omme
préédemment un revêtement universel de Y , alors long[Y,ϕ](γ) = λ(ϕ∗(γ))
est la longueur de translation de ϕ∗(γ) vu omme isométrie de X.
Pour tous [Y, ϕ], [Y ′, ϕ′] ∈ OSn, tout γ ∈ Fn r {1} et toute appliation
ontinue f : Y → Y ′ respetant les marquages ϕ et ϕ′, lipshitzienne de
onstante C minimale, on a
(6.3)
long[Y ′,ϕ′](γ)
long[Y,ϕ](γ)
≤ C.
Posons
K
(
[Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]
)
= log sup
γ∈Fnr{1}
(
long[Y ′,ϕ′](γ)
long[Y,ϕ](γ)
)
.
Les inégalités (6.3) impliquent
K
(
[Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]
) ≤ L([Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]).
D'après la proposition 4.1, ette inégalité est en fait une égalité et la borne
supérieure K([Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]) est atteinte.
Corollaire 6.2. (T. White, f. [FM℄, prop. 3.11)
Pour tous [Y, ϕ], [Y ′, ϕ′] ∈ OSn il existe un élément γ ∈ Fn r {1} tel que
eK([Y,ϕ],[Y
′,ϕ′]) =
long[Y ′,ϕ′](γ)
long[Y,ϕ](γ)
=
λ
(
ϕ′∗(γ)
)
λ
(
ϕ∗(γ)
) = eL([Y,ϕ],[Y ′,ϕ′]) ≥ 1.
En partiulier on a K = L.
6.4. Lien ave la distane asymétrique de Thurston sur l'espae de
Teihmüller. On a une analogie très forte entre la distane asymétrique
K = L sur l'outre-espae et la distane asymétrique de Thurston sur l'espae
de Teihmüller. Plus préisément, soit S une surfae ompate de araté-
ristique d'Euler χ(S) < 0, et soit T (S) l'espae de Teihmüller de S, déni
omme l'ensemble des lasses d'équivalene de strutures hyperboliques om-
plètes sur S pour la relation être tirée en arrière par un homéomorphisme
de S homotope à l'identité.
Pour toutes strutures hyperboliques omplètes g et h sur S, la borne in-
férieure des onstantes de Lipshitz d'homéomorphismes f : (S, g) → (S, h)
homotopes à l'identité ne dépend que des lasses de g et h dans T (S).
Notons L([g], [h]) le logarithme de ette borne inférieure. D'après [Thu℄,
prop. 2.1, l'appliation L est une distane asymétrique sur T (S), au sens
du lemme 6.1.
Soit x0 ∈ S un point-base. Pour toute struture hyperbolique omplète g
sur S et tout élément γ ∈ π1(S, x0) non trivial, notons longg(γ) > 0 la plus
petite longueur d'un laet dans la lasse d'homotopie libre de γ ; elle est
atteinte par l'unique géodésique fermée pour g dans la lasse d'homotopie
libre de γ. Cei dénit une appliation longg qui ne dépend que de la lasse
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de g dans T (S). D'après [Thu℄, th. 3.1, l'appliation K : T (S)× T (S)→ R
dénie par
K([g], [h]) = log sup
γ∈pi1(S,x0)r{1}
(
longh(γ)
longg(γ)
)
pour tous [g], [h] ∈ T (S) est une distane asymétrique sur T (S).
Comme sur l'outre-espae, on a K = L d'après [Thu℄, th. 8.5. En re-
vanhe, dans le as de l'espae de Teihmüller la borne supérieure K([g], [h])
n'est en général pas atteinte par une géodésique fermée simple, mais par une
lamination géodésique mesurée.
6.5. Absene de morphisme admissible injetif d'image disrète.
D'après le orollaire 6.2 et le lemme 6.1, on a K([Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]) ≥ 0 pour
tous [Y, ϕ], [Y ′, ϕ′] ∈ OSn, et en as d'égalité on a [Y, ϕ] = [Y ′, ϕ′] don
λ(ϕ′∗(γ)) = λ(ϕ∗(γ)) pour tout γ ∈ Fn. Nous allons en déduire le résultat
suivant, dont le orollaire 1.5 est un as partiulier.
Corollaire 6.3. Soit X un arbre réel simpliial, bipartite de valenes n1 ≥ 2
et n2 ≥ 2, dont toutes les arêtes ont même longueur, et soit Γ0 un sous-
groupe disret sans torsion de Isom(X) tel que le graphe Γ0\X soit ni. Il
n'existe pas de morphisme de groupes admissible ρ : Γ0 → Isom(X) qui soit
injetif d'image disrète.
Soient x0, x
′
0 ∈ X. Rappelons qu'un morphisme ρ : Γ0 → Isom(X) est dit
admissible si pour tout R > 0 on a d(x′0, ρ(γ) · x′0) ≤ d(x0, γ · x0) − R pour
presque tout γ ∈ Γ0 (f. paragraphe 5.1). Cette ondition ne dépend pas du
hoix de x0 et x
′
0.
De même, la positivité de la distane asymétrique de Thurston sur l'espae
de Teihmüller (ave la ondition d'égalité) implique l'absene de morphisme
admissible pour G = PSL2(R) (f. [Sa2℄,  4.1). On n'a pas besoin que la
borne supérieure K([g], [h]) soit atteinte par une géodésique fermée simple.
Pour démontrer le orollaire 6.3 nous utilisons le lemme suivant.
Lemme 6.4. Le nombre d'arêtes d'un graphe onnexe ni dont le groupe
fondamental est libre de rang n ≥ 2 xé est une fontion déroissante de la
valene moyenne des sommets.
Démonstration. Soit Y un graphe onnexe ni dont le groupe fondamental
est libre de rang n ≥ 2. Si a désigne le nombre d'arêtes, s le nombre de
sommets et v la valene moyenne des sommets de Y , alors 2a = vs. De plus,
d'après [Die℄, th. 1.9.6, on a n = a− s+ 1, d'où
a =
n− 1
1− 2v
,
e qui implique le lemme. 
Nous pouvons à présent démontrer le orollaire 6.3.
Démonstration du orollaire 6.3. Soit ρ : Γ0 → Isom(X) un morphisme
de groupes injetif d'image disrète. Montrons que ρ n'est pas admissible.
Les groupes Γ0 et ρ(Γ0) agissent tous deux librement et proprement surX.
Les graphes quotients Γ0\X et ρ(Γ0)\X sont onnexes, bipartites de valenes
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n1 ≥ 2 et n2 ≥ 2, et leurs groupes fondamentaux, qui s'identient respe-
tivement à Γ0 et ρ(Γ0), sont libres de même rang. Le graphe Γ0\X est ni
mais ρ(Γ0)\X ne l'est pas forément.
Comme Γ0 est sans torsion et omme ρ est injetif d'image disrète,
l'élément ρ(γ) est hyperbolique pour tout γ ∈ Γ0 r {1}. Fixons un élé-
ment γ ∈ Γ0 r {1} et un sommet x′ ∈ X de l'axe de translation Aρ(γ).
L'image Y ′ dans ρ(Γ0)\X de l'union des segments géodésiques [x′, ρ(γ) · x′],
où γ ∈ Γ0, est un sous-graphe ni onnexe de ρ(Γ0)\X dont le groupe fon-
damental s'identie enore à ρ(Γ0). Si ρ(Γ0)\X est ni, on voit failement
que Y ′ = ρ(Γ0)\X. Par onstrution, Y ′ est de valene ≥ 2. De plus, la
valene moyenne des sommets de Y ′ est inférieure à (n1 + n2)/2 : en eet,
si l'on note S1 (resp. S2) l'ensemble des sommets de ρ(Γ0)\X de valene n1
(resp. n2), alors Y
′∩S1 et Y ′∩S2 ont même ardinal, et pour tout s ∈ Y ′∩Si,
la valene de s dans Y ′ est inférieure à ni.
Notons m (resp. m′) le nombre d'arêtes de Γ0\X (resp. de Y ′). D'après le
lemme 6.4, on a m ≤ m′. Or, toutes les arêtes de X ont même longueur par
hypothèse. Si l'on note L > 0 ette longueur et si l'on munit Γ0\X (resp. Y ′)
de la distane induite par elle de X divisée par mL (resp. par m′L), alors
la somme des longueurs des arêtes de Γ0\X (resp. de Y ′) vaut un. D'après
le orollaire 6.2, il existe un élément γ ∈ Γ0 non trivial tel que
1
m′L
λ(ρ(γ)) ≥ 1
mL
λ(γ).
Comme m ≤ m′, on en déduit λ(ρ(γ)) ≥ λ(γ). D'après le théorème 5.1, le
morphisme ρ n'est pas admissible. 
Le orollaire 1.5 s'obtient à partir du orollaire 6.3 en prenant pour X
l'arbre de Bruhat-Tits de G.
7. Existene de quotients ompats par Γ Zariski-dense
Pour démontrer le orollaire 1.3, nous utilisons le résultat suivant, dont
l'analogue réel est dû à T. Kobayashi ([Ko3℄, th. 2.4).
Lemme 7.1. Soient k un orps loal ultramétrique, G l'ensemble des
k-points d'un k-groupe algébrique semi-simple onnexe de k-rang un et Γ0 un
réseau oompat sans torsion de G. Soient X l'arbre de Bruhat-Tits de G
et D un domaine fondamental onnexe de X pour l'ation de Γ0, ontenant
dans son intérieur le point x0 donné par (2.1). Posons
F = {γ ∈ Γ0 r {1}, γ · D ∩ D 6= ∅}
et notons δ > 0 la distane de D au omplémentaire de ⋃γ∈F γ · D dans X.
Alors tout morphisme de groupes ρ : Γ0 → G vériant µ(ρ(γ)) < δ pour
tout γ ∈ F est admissible.
Le raisonnement de Kobayashi se transpose au as ultramétrique en rem-
plaçant simplement l'espae symétrique G/K par l'arbre de Bruhat-Tits
de G ; nous le reproduisons ii pour la ommodité du leteur.
Démonstration du lemme 7.1. Soit γ ∈ Γ0. Notons n la partie entière
de d(x0, γ · x0)/δ et hoisissons une suite (xi)i=1,...,n+1 de points du segment
géodésique [x0, γ ·x0] telle que xn+1 = γ ·x0 et telle que pour tout 0 ≤ i ≤ n
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on ait d(xi, xi+1) < δ. Par réurrene, on onstruit une suite (γi)i=0,...,n
d'éléments de Γ0 telle que xi+1 ∈ γ0 . . . γi · D pour tout 0 ≤ i ≤ n ; par
dénition de δ et omme d(xi, xi+1) < δ, on a γi ∈ F ∪ {1} pour tout i.
D'autre part, on a xn+1 = γ ·x0 ∈ γ0 . . . γn ·D, don x0 appartient à la fois à
l'intérieur de D et à (γ−1γ0 . . . γn)·D. Comme D est un domaine fondamental
deX pour Γ0, on a γ
−1γ0 . . . γn = 1, i.e. γ = γ0 . . . γn. Si ℓF : Γ0 → N désigne
la longueur des mots assoiée à F , on a
(7.1) ℓF (γ) ≤ n+ 1 ≤ d(x0, γ · x0)
δ
+ 1 =
µ(γ)
δ
+ 1.
Soit ρ ∈ Hom(Γ0, G) tel que
M := max
{
µ(ρ(γ)), γ ∈ F} < δ.
Pour tout γ ∈ Γ0 on a, d'après (2.2) et (7.1),
µ(ρ(γ)) ≤ M · ℓF (γ) ≤ M
δ
µ(γ) +M.
Pour tout R > 0 on a Mδ µ(γ)+M > µ(γ)−R si et seulement si µ(γ) < M+R1−M/δ .
L'ensemble des éléments γ ∈ Γ0 vériant ette inégalité est ni ar Γ0 est
disret dans G et l'appliation µ est propre. Ainsi, ρ est admissible. 
Nous pouvons à présent démontrer la proposition 1.3.
Démonstration de la proposition 1.3. Notons L > 0 la longueur om-
mune des arêtes de X. En s'inspirant de la démonstration du théorème 2.1
de [Lub℄, par exemple, on onstruit failement un réseau oompat sans
torsion Γ0 de G admettant un domaine fondamental onnexe D dans X qui
ontient dans son intérieur le point x0 donné par (2.1) et tel que, en posant
F = {γ ∈ Γ0 r {1}, γ · D ∩ D 6= ∅},
la distane δ de D au omplémentaire de ⋃γ∈F γ · D dans X soit supérieure
à 2L. Soit F ′ une partie de F telle que F soit l'union disjointe de F ′ et
de F ′−1. Le groupe Γ0 est libre, librement engendré par F ′, don tout mor-
phisme de Γ0 dans G est entièrement déterminé par son image sur F ′.
Soient γ1 6= γ2 deux éléments de F ′. Rappelons qu'un élément de G est
dit régulier si la omposante neutre de son entralisateur dans G est un
tore maximal de G. L'ensemble des éléments réguliers de G ontient un
ouvert de Zariski de G ([Bor℄, th. 12.3). Par onséquent, si l'on note V le
voisinage de l'inlusion anonique dans Hom(Γ0, G) donné par le lemme 5.2,
alors V · γ1 ontient un élément régulier γ′1. Comme δ ≥ 2L, l'ensemble
des éléments g ∈ G tels que 0 < λ(g) ≤ µ(g) < δ est un ouvert non vide
de G ; il ontient don un élément régulier γ′′1 . Par un résultat de J. Tits
([Ti2℄, prop. 4.4), la réunion de tous les sous-groupes strits de G × G qui
ontiennent (γ′1, γ
′′
1 ) et qui sont Zariski-fermés et Zariski-onnexes est inluse
dans un fermé de Zariski strit F1 de G×G. Comme préédemment, l'ouvert
de Zariski (G×G)rF1 ontient un élément régulier (γ′2, γ′′2 ) tel que γ′2 ∈ V·γ2
et 0 < λ(γ′′2 ) ≤ µ(γ′′2 ) < δ. Par onstrution, le groupe engendré par (γ′1, γ′′1 )
et (γ′2, γ
′′
2 ) est Zariski-dense dans G × G, et sa projetion sur haun des
fateurs de G×G est non bornée.
Soit σ : Γ0 → G le morphisme de groupes déni par σ(γi) = γ′i pour
i ∈ {1, 2} et σ(γ) = γ pour γ ∈ F ′ r {γ1, γ2}. Par onstrution, on a σ ∈ V.
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Pour tout γ ∈ F ′r{γ1, γ2}, hoisissons un élément gγ ∈ G tel que µ(gγ) < δ.
Soit ρ : Γ0 → G le morphisme de groupes déni par ρ(γi) = γ′′i pour i ∈ {1, 2}
et ρ(γ) = gγ pour γ ∈ F ′ r {γ1, γ2}. Le groupe
Γ =
{
(σ(γ), ρ(γ)), γ ∈ Γ0
}
est Zariski-dense dans G×G et sa projetion sur haun des fateurs de G×G
est non bornée. Comme σ ∈ V, le morphisme σ est injetif, le groupe σ(Γ0)
est un réseau oompat sans torsion deG de domaine fondamental D dansX
et δ est la distane de D au omplémentaire de ⋃γ∈F σ(γ) · D dans X.
Par onstrution on a µ(ρ(γ)) < δ pour tout γ ∈ F ′, don le morphisme
ρ ◦ σ−1 : σ(Γ0) → G est admissible d'après le lemme 7.1 et l'inégalité (2.3).
Le théorème 1.1 assure que le groupe Γ agit librement, proprement et o-
ompatement sur (G ×G)/∆G, e qui termine la démonstration de la pro-
position 1.3. 
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